ff% lvisca cuin penrovo Y prerARACION Asignatura : calculo int
Taller 4

TEMA INTEGRAL DEFINIDAD -
INTEGRALES DEFINIDAS

Estrategia para utilizar el teorema fundamental del calculo

1. Suponiendo que se conozcauna antiderivada o primitiva f, se dispone de una forma
de calcular una integral definida sin tener que utilizar el limite de la suma.

2. Cuando se aplica el teorema fundamental del cilculo, la siguiente notacion resulta
conveniente.

b

| ") dx = )|

a a

= F(b) — Fla)

Por ejemplo, para calcular [;x* dx, es posible escribir

3 3
x* 34 14 8l 1
<] = — - —_——— = — — — =
ﬁxdx 4]| 2 2 n n 20.

3. No es necesario incluir una constante de integracion € en la antiderivada o pri-
mitiva ya que

L ) dx = [F(x) + c]b

= [F(b) + C] - [Fla) + C]
= F(b) — Fla).

TEOREMA 4.7 PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

Si f vy g son integrables en [a, b] y k es una constante, entonces las funciones kf y
f £ gson integrables en [a, b], y

1. f kf(x) dx = kff(x) dx

b b ]
2. j [Fx) + gx)]dx = j flx) dx + J g(x) dx.
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Id EJEMPLO 4 Determine [ 2y — bx + 211 dx e interprete el resultado en funcion
de dreas. e ' ’
S0LUCION El teorema fundamental da
a 3 4 £t z
[ (2x3—6x+ : )dx=2i—6i+3tan-lx
Joob, x4+ 1, 4 2 o

%x" —3x*+3 ’L;m'l.'r]é>
72— 3(2") + 3tan'2 - 0
—4 + 3tan'2

Este es el valor exacto de la integral. Si desea una aproximacién decimal, utilice una calcu-
ladora para obtener un valor aproximado de tan~' 2. Al hacerlo tiene

3

+1

) dx = —0.67855
/ O

[: ( 2x% — 6x +
[ Y
EJEMPLO 7 Evaltie (E'ﬂ.
Jiox
S0LUCION La integral dada es una forma abreviada de
6 1
'ﬁ—dx
X
Una antiderivada de f(x) = 1/x es F(x) = In |x| y, como 3 = x = 6, puede escribir

Fix) = In x. De tal manera,

N L =tnsa =1n6—1n3

3 x

6
=1n?=|n2
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o 267 + 12t — 1
EJEMPLO 5 Evalie J] !;’

dt.

SOLUCION En primer lugar, necesita escribir el integrando en una forma mas sencilla, al
llevar a cabo la divisidn:

PN S .
o 287+ 74— 1 o , R
J 3‘ dr=J (2 + Y2 — ) dt
| o 1
P q o
i._’n.-! I_l I ]
=U+————| =2 +3°"7+—
3 -1, r

[2-9+2@7+4]-(2-1+
18+ 18+57—-2—-3—1=132

SUEE

E=1F R O]

1 EJEMPLO & Una particula se mueve a lo largo de una recta de modo que su velocidad
en el instante f es o(f) = t* — t — 6 (medida en metros por segundo ).

(a) Encuentre el desplazamiento de la particula durante el periodo 1 = t = 4.

(b) Halle la distancia recorrida durante este periodo.

SOLUCION
(a) Por la ecuacidn 2, el desplazamiento es

s(4) — s(1) = J]“ o(f) dt

TR ! 9
= ————6 = ——
|:3 2 1L:|L 2

Esto significa que la particula se desplaza 4.5 m hacia la izquierda.

Il
B
—
-
ta
|
-
|
=)
—
&
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(b) Adviertaque v(f) =t* —t — 6 = (t — 3)(t + 2) y, por eso, () = 0 en el intervalo
[1,3] y v(t) = 0 en [3, 4]. Por esto, a partir de la ecuacién 3 la distancia recorrida es

J‘]‘ | o(f) | dt = j] [—o()]dt + [ (o) de
— |'|3(—r1 +t+ 6)dt + J: (t* —t— 6)dt

£y

S Y R |
32 132 \

EJEMPLO 8 Cambio de variables
I

1
Calcularj x(x? + 1)% dx.
0

Soluciéon Para calcular esta integral, sea u = x> + 1. Después,
u=2x2+1 = du= 2xdx
Antes de sustituir, determinar los nuevos limites superior e inferior de integracion.

Limite inferior Limite superior

Cuandox = 0, u =0 + 1 = 1. Cuandox = 1, u = 12 + 1 = 2.
Ahora, es posible sustituir para obtener

P T

1 1
1
j x(x2 + 1P de == (x2 + 1)?(2).’) dx Limites de integracién para x.
0 2 ) - -
2 A - Ry
= Ej i du Limites de integracidon para u.
1

-
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EJEMPLO | Calculo de una integral definida

Evaluar cada integral definida.
2 4 w4

a) J. (x2 — 3) dx b) j 3V x dx c) J. sec? x dx
1 I 0

Solucion

o feonan(E o] (1)

o 4 PR
b) j 3Vxdx = sj xV2dx = 3[—} = 2(4p2 — 2(10% = 14
| | 3f2 1
a4 w4
c) j seczxdx=lanx} =1 —-0=1
0 0

EJEMPLO 2 Integral definida de un valor absoluto

Calcularj |2x — 1] dx.
0

Solucion  Utilizando la figura 4.27 y la definicién de valor absoluto, se puede reescribir
el integrando como se indica.

— (7 —
|2x—1|={ 2x—1), x<
Qx—l, X =

(ST P

A partir de esto, es posible reescribir la integral en dos partes.

>

2 1/2 2
j |2x—l|dx=J —(2x — 1) dx + (2x — 1) dx
0 0

= {—xz + x:|::2+ [xz — Jl:j;
SRR TV
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EJEMPLO é Evaluacion de una integral definida
I

3
Evaluar J (—x% + 4x — 3) dx utilizando los siguientes valores.

3 3 3
j xzdx=§, j xdx =4, j dx =2
1 3 1 1

Solucion

3
J (—x? 4+ 4x — 3) dx
I

3 3 3
=—j x3n‘x+4j xdx—?;j dx
1 1 1

— (%) + 4@ - 30)

4
N\, =3

3 3 3
j (—x?3) dx —|—J 4x dx +J (—3)dx
! ! |
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EJEMPLO 8 Cambio de variables
|

1
Calcularj x(x? + 1) dx.
0

Solucion  Para calcular esta integral, sea u = x* + 1. Después,
u=x+1 = du= 2xdx
Antes de sustituir, determinar los nuevos limites superior e inferior de integracion.

Limite inferior Limite superior

Cuandox =0, u =0+ 1= 1. Cuandox =1, u=12+1=2.
Ahora, es posible sustituir para obtener

| A I

1
1
j x(x2+ 1P dx = Ej (x2 + ])3(23') dx Limites de integracién para x.
0 0 -~ ___._____.f
12 T
= Ej w’ du Limites de integracion para u.
1

T

1 1
:—4——

(4= 3)
_]5.
8

Intentar reescribir la antiderivada o primitiva £(u*/4) en términos de la variable x y calcular
la integral definida en los limites originales de integracién, como se muestra.

i

1 1 15
—4-—=) ==
2( 4) 8

Notar que se obtiene el mismo resultado. —
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EJEMPLO 9 Cambio de variables
N

dx.

5
X
Calcular A = —
J. V2 — 1

Solucion  Para calcular esta integral, considerar que u = +/2x — 1. Después, obtener

w=2x—-1
ul +1=2x
W+ 1 .
2
u du = dx. Diferenciar cada lado.

Antes de sustituir, determinar los nuevos limites superior e inferior de integracion.

Limite inferior Limite superior
’ Cuandox =1, u= V2 —-1=1. Cuandox =5, u = /10— 1 = 3.
il Ahora, sustituir para obtener
us 5 ) 3 >
X 1w + 1
j —dx = j —( ) u du
3T y=—2X V2 —1 Lu\ 2
: 2x-1 1 3
2+ 5 == | (> +1)du
ap _— 5:3) 2 ﬁ
T 1]’ i
| e - 5[? N ”}.
-1 1 2 3 4 5
1 1 1
La region antes de la sustitucion tiene 16
un drea de 3 =3
Fionura 4.38 —

EJERCICIOS 1 halla la solucién de

EJEMPLO 3 Empleo del teorema fundamental para encontrar un area
N

y=27-3xr+2 Encontrar el drea de la region delimitada por la grificade y = 2x* — 3x + 2, el eje x y las
4 rectas verticales x = 0 y x = 2, como se muestra en la figura 4.28.
3 Solucion  Notar que y > 0 en el intervalo [0, 2].
7 2
2. Area = j (2)’2 — 3x + 2) dx Integrar entre x = 0y x = 2.
0
3 3x? ?
1-- =|=— —-—=— 4+ 2x Encontrar la antiderivada.
3 2 0
f t f } x = (E —6+4]—(0—0+0) Aplicar el teorema fundamental del cilculo
1 2 3 4 3 ! .
10

El érea de la region acotada por la grifica 10
dey.eleer.x=0yr=2e%¥ 3
Figura 4.28

Simplificar.
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