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SEMANA 4
ALGEBRA

El algebra como complemento de la aritmética, es la rama de las matematicas que tiene
como fin generalizar las operaciones aritméticas mezclando niumeros, letras y signos, es
muy Util para resolver problemas de la vida diaria en la cual se encuentran inmersas varias
incognitas. normalmente se utilizan las dltimas letras del abecedario (x, y, z, w) para
representar variables y las primeras (a, b, c) para representar constantes.

La historia del algebra tuvo sus inicios en el antiguo Egipto y Babilonia, donde fueron
capaces de resolver ecuaciones lineales (ax=b) y cuadraticas (ax?+bx=c).

El precursor del algebra moderno fue el matematico griego Diofanto de Alejandria, quien
publicé la obra "Ars magna”, en la que se trataron de una forma rigurosa no sélo las
ecuaciones de primer grado, sino también las de segundo. Los problemas de algebra que
propuso prepararon el terreno de lo que siglos mas tarde seria la teoria de ecuaciones”.

En el siguiente video “Los origenes del algebra”, en un recorrido histérico para definir lo que
es algebra y su significado, teniendo sus origenes en la antigua Babilonia 2000 AC, pasando
por el afio 280 de la era actual en Alejandria, donde aparece el matematico griego Diofanto,
posteriormente en el afio 580 DC aparece el matematico hindd Brahmagrupta, quien hace
grandes contribuciones al algebra y posteriormente aparece Al-Kwarismi, quien sento las
bases de lo que ahora conocemos como algebra, orientada desde el punto de vista de la
abstraccion.(Khan, 2013).

1 EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Una variable es una letra que representa a cualquier numero de un conjunto dado de
numeros. Si empezamos con variables x,y,z y algunos niumeros reales, y los combinamos
usando la resta, multiplicacion, division, potencias y raices obtenemos una expresion

algebraica.
Ejemplo 1: Expresiones algebraicas

2x%2 -3 4 10
X X+ \/§+ y2+4

1.1 Monomio

Un monomio es una expresion de la forma ax¥, donde a, es el coeficiente y por lo
general un nimero real, la x representa la variable y la k el exponente de la expresion
algebraica. Dicho valor representa el grado del polinomio y la cantidad de términos su
nombre.



https://www.youtube.com/watch?v=TbBNa0kSW1A
https://www.youtube.com/watch?v=ztjnizXgfl4
https://www.youtube.com/watch?v=ztjnizXgfl4
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Expresion Nombre Grado
2x? Monomio 2

3x+4 Binomio 1

2x2 —3x +4 Trinomio 2

x*—2x3 +4x2-3x+1 Polinomio 4

1.2 Polinomio

Un polinomio de grado n en la variable x es cualquier expresion algebraica de la forma,
ApX" + A1 X" 1+ -+ ayx?+a;x+ay, cona,#0, donde n es un nimero no
negativo y a;i = 0,1 .., n son numeros reales.

2 PROPIEDADES DE LAS EXPRESIONES ALGEBRICAS

Las operaciones de sumay producto definidas en las expresiones algebraicas (nimeros y
letras — variables), cumplen las mismas propiedades de los nimeros los reales. Veamos
algunas de ellas: Sean a, b y c nUmeros reales cualesquiera.

Propiedades Suma Producto
Asociativa a+(b+c)=(@+b)+c a-(b-c)=(a-b)c
Conmutativa a+b=b+a arb=b-a
Elemento neutro a+0=0+a a-1=1-a

L1, 1,sia+0
Existencia del inverso a+(—a)=(-a)+a=0 ar-=,a=Lsta
Distributiva del producto con c-(@+b)=c-atc-b
respecto a la suma
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Ejemplo 2: Propiedades de las expresiones algebraicas

Propiedades Suma =Bl
_ 5x - (6y-7) = (5x - 6y)
Asociativa Sx+ (6y+7) +(75 x +6) -7
5x +6y+7=5x+6y+7 5x - (42y) = (30xy) -7
210xy = 210xy
_ 5x-6y = 6y -5x
Conmutativa Sx+ by =6y +5x 30xy = 30yx
Elemento neutro Sx+0=0+5x R
5x = 5x 2% = 5x
5 LI Sx=1
x 5x  5x x=
5x + (=5x) = (—=5x) + 5x 5x 5x
Existencia del inverso 5x — 5x = —5x + 5x Sx  5x
0=0 1 1
17171
Distributiva del producto con 7+ (5x 4 6y) = 35x + 42y
respecto a la suma

3 OPERACIONES CON POLINOMIOS
Sea P(x) =x3—6x2+2x+4y Q(x) =6x*>+2x+4
3.1 Adicion.

Ejemplo 3: Adicion de polinomios P(x) + Q(x)
x3— 627+ 2x+4
6x% + 2x + 4

x3 +4x +8

3.2 Sustraccioén
Ejemplo 4: Sustraccion de polinomios P(x) — Q(x)

x3 — 6x2+ 24 +4
—6x2 —2% —4

x3 —12x2
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Con la escena interactiva de la pagina 119 del texto interactivo “Matematicas Operativas”,
puedes interactuar, cambiando los coeficientes de los polinomios para que afiances tus
conocimientos de sumay resta de polinomios.

3.3 Producto de dos polinomios

Ejemplo 5: Producto de dos polinomios P(x) -Q(x). Se aplica la propiedad distributiva

(x3—6x2+2x +4) - (6x%+2x +4)
6x> + 2x* + 4x3
—36x*—12x3 — 24x?
12x3 4+ 4x2%+8x
24x? +8x + 16

6x° —34x* + 4x3 + 4x%2 4+ 16x + 16

Puedes practicar en tu cuaderno, utilizando los ejercicios propuestos en la escena
interactiva, “Operaciones de polinomios ", en la que presentan diferentes operaciones con
polinomios, que podras realizar en tu cuaderno e ingresar tus soluciones, para luego
confrontar los resultados y realizar las correcciones, para que aprendas haciendo unay otra
vez nuevos ejercicios.(Cayetano R, 2019).

Con base en lo estudiado, lo que practicaste con la escena interactiva anterior y guiandote
con los ejemplos 1 al 5, procede a resolver los siguientes ejercicios propuestos, los cuales
tienen las respuestas para que confrontes tus resultados.

Realizar las siguientes adiciones o sustracciones de las expresiones algebraicas:

P(x)=x3—6x2+2x+4, Qx)=6x*+2x+4 y Rx) = —-2x*+4x-5

Ejercicio Respuesta Ejercicio Respuesta

b :E2+Q(x)+ x3—2x2+4+8x+3 2.P(x) + Q(x) x3+4x +8

3. P(x) + R(x) x3—8x2+6x—1 | 4.Q(x)+R(x) 4x% 4+ 6x —1
5 [P(x)+ R(x) + x3—4x2+12x -2 6. P(x)—Q(x) —R(x) x3—10x%2—4x+5

Q(x) + R(x)]



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/objeto1_JS/3_2/escena25.html
https://www.geogebra.org/m/yX4hEedn
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7. P(x) — Q(x) x3 —12x2 8. P(x) —R(x) x3—4x2—2x+9

10. [P(x) + R(x)] —
[Q(x) + R(x)]

9. Q(x) — R(x) 8x2—2x+9 x3 —12x2

Realizar los productos de las siguientes expresiones algebraicas:

Px)=x+1,Qx)=x—1y Rx)=2x2+4x-5

Ejercicio Respuesta Ejercicio Respuesta
11. P(x) * Q(x) x?—1 12. P(x) * P(x) x> +2x+1
13. Q(x) * Q(x) x2—2x+1 14. P(x) * P(x) * P(x) x3+3x2+3x+1
15. Q(x) * Q(x) * 3 a2y e 2% + 423 — 7x% — 4x
() X 3x¢+3x—1 16. P(x)* Q(x) * R(x) +5
17. P(x) * R(x) 2x3+ 6x2—x—5 18. Q(x) * R(x) 2x34+2x2—-9x+5

19. P(x) * Q(x) * e ayiygp—q |20 [P QEONPCO *

Q)+ Q(x) P(0)] x4 20— 2x =1

4 PRODUCTOS NOTABLES

Ciertos productos de binomios se presentan con tanta frecuencia que debe aprender a
reconocerlos. Empezamos con el producto de dos binomios ax+ b y cx +d

4.1 Productode dos binomios
(x+a)(x+b) =x?>+(a+ b)x +ab

(ax + b)(cx + d) = acx? + (ad + bc)x + bd

Ejemplo 6: Producto de dos binomios

a. (x+3)(x+2)
x+3)(x+2)=x2+B+2)x+3-2
=x2+5x+6

b. (5x +3)(2x +2)
Gx+3)2x+2)=(G-2)x*+(-2+3-2)x+3-2
=10x2+ (10 +6)x + 6
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=10x%2+ 16x + 6

4.2 Cuadrado de un binomio (a * b)?
(a+b)? = (a)?+2(a) - (b) + (b)?

Ejemplo 7: Cuadrado de un binomio

(x2+y2)? = (x*)*+2(x?) - (> + (*)?
=x* 4+ 2x2%y% + y*

(x?—y?)? = (x*)?=2(x*)- O*) + (*)?
= x* —2x2y2 + y*

4.3 Producto de lasuma por la diferencia
(a+b)(a—Db) =a?—b?

Ejemplo 8: Producto de la suma por la diferencia

4.4 Cubo deun binomio (a * b)®
(atb)3=(a)%+3(a)?- (b) +3(a) - (b) %2+ (b)®

Ejemplo 9: Cubo de un binomio
a (x+2)3=@3+3x)%-2)+3x) -(2)2+(2)3
=x3+6x2+12x+8

b. (x=2)3=(x)3-3®)?2 (2) +3x) - (2)2-(2)3
=x3—-6x2+12x—8

4.5 Trinomio cuadrado (x +y + c)?

(x+y+c)?=x2+4+2xy +y?+2y(c) + 2xc +c?

Ejemplo 10: Trinomio cuadrado

(x+y+9)2=x2+2xy+y2+ 2y(9) + 2x(9) + 92
=x2+ 2xy+ y?+ 18y + 18x + 81
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4.6 Sumade Cubos a®+b?3

Ejemplo 11: Suma de cubos

a®+ b3 = (a+b)(a?—ab +b?)

8x3 +27y3 = (2x + 3y) (4x? — 6xy + 9y?)

4.7 DiferenciaCubos a3-b?3
a3 —b3=(a—->b)(a?+ab + b?)

Ejemplo 12: Diferencia de cubos

8x3 —27y3 = (2x — 3y) (4x? + 6xy + 9y?)

Puedes practicar en tu cuaderno, utilizando los ejercicios propuestos en la escena
interactiva, “Productos Notables”, de la pagina 133 del libro interactivo “Matematicas

Operativas”.

Con base en lo estudiado y guiandose con los ejemplos 6 al 12, proceda a resolver los
siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas para que confrontes tus

resultados.

Realizar la siguientes productos notables de expresiones algebraicas

Ejercicio
1. 3x +5)2
3. (2x—y)(2x +y)

s (i +3) (-

7.(1-2y)3

9. (5x + y?)(25x2% — 5xy?% + y*)

Respuesta Ejercicio
9x%2 +30x +25 |2. (x2-2)3
4x2 —y 4.(Vh2+1+1)(VhZ+1-1)
(a-75) 65—

3 8. (3a — b?)(9a? + 3ab? + b*)

125x%+y° 110, (1+ %)2 - (1 —i)z

Respuesta

x6 — 6x% + 12x2
—8

h2

2552 — 10st + t2

27a3 — b®



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/GeoGebra6/geogebra12_2.html
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SEMANA 5
5 DIVISION DE POLINOMIOS

Antes de intentar realizar una division de polinomios, es conveniente recordar los
términos de la division.

Si f(x) y p(x) son polinomios y si p(x) # 0, entonces
existen polinomios Unicos q(x) y r(x)tales que

Algoritmo de _ )

divisién para f@&) =p@) - q(x) +r(x),

polinomios donde ya sear(x) = 0 oel grado de r(x) es menor que el
grado de p(x). El polinomio q(x) es el cociente y r(x) es
el residuo en la divisiéon de f(x) entre p(x).

—+ Dividendo

D — ™ Divisor

C —* Cociente

~— —» Residuo

La division establece cuantas veces esta contenido el divisor en el dividendo, esto
es el cociente C.

5.1 Propiedades de ladivisién de polinomios
e Entoda divisién el grado del cociente es igual al grado del dividendo menos
el grado del divisor.
e Entoda division el grado del divisor es mayor que el grado del residuo.
e En toda division el grado maximo del residuo es igual al grado del divisor
mMenos uno.

5.2 Pruebadeladivision
Al producto del cociente (C) por el divisor (d), sele sumael residuo (R)y tiene que
serigual al dividendo (D).
(C-d)y+R=D
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Ejemplo 13: Prueba de la division g

— — idend
Dividendo Prueba:
17 5 —* Divisor
(C-d)+R=D=(3-5)+2=15+2
-15 3 — (Cociente =17
2 * Residuo

Teniendo en cuenta estos conceptos, podemos realizar la division de polinomios.

Observa que, en la division se busca un numero en el cociente (C) que al
multiplicarlo por el divisor (d), sea igual o se acerque al dividendo. En el ejemplo

anterior, el nUmero que mas se acercaes el tres, ya que (5 -3) = 15y es el que mas
se acerca al 17. Tienes que tener en cuenta que el producto 15, pasa con signo

contrario.
Existen dos formas de hacer la division, una es la division larga y la otra la division sintética.

5.3 Divisionlarga o Euclidiana
Esta forma de divisién permite que el divisor sea de un grado superior a uno, mientras
gue la division sintética, sélo permite que el divisor sea de grado uno (1). Para el
ejemplo que se presenta no se puede hacer la division sintética.

Ejemplo 14: Division larga

—9x*+9x3-14x%+8x . . C . .

v 2 , siempre que vayas a realizar una division de polinomios, debes
tener en cuenta ordenar tanto el dividendo (numerador) como el denominador
(divisor) de mayor a menor grado y en caso de que falte uno, deja un espacio que

puedes llenar con un cero.

En el ejemplo que se plantea, observa que el polinomio esta ordenado 4,3,2,1 para
el dividendo y 2,1 para el divisor.
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—9x* 1 9x3 _ 14x2 +8x | 3x?—2x

+9x* — 6x3 —3x%4+x—4
0+ 3x%—14x%+ 8x
—3x3 4+ 2x?
0—12x%+ 8x
+12x% — 8x
0

Nota: Para este ejemplo en particular, se habia podido sacar factor comun “x” en el
numerador y denominador, luego simplificary se puede resolver por division sintética.

Prueba de la division:

(C-d)+R=D
(—3x%2+x—4) (3x2-2x) + 0 = —9x* + 9x3 — 14x% + 8x
Comprobemos aplicando la propiedad distributiva:
—9x* + 6x3
+3x3 —2x2
—12x2 + 8x
—9x*+9x3—-14x2+8x+ 0

Puedes practicar en tu cuaderno, utilizando los ejercicios propuestos en la escena
interactiva, “Division de polinomios” de la pagina 139 del libro interactivo de Matematicas
Operativas”, en la que podras usar el deslizador “Pasos”, para que aprendas a realizar la
division larga (Euclidiana) de polinomios, paso a paso. La escena fue adaptada de
(Martinez, 2019).

5.4 Division Sintética
Descrita por Paolo Ruffini en 1816, es conocida como la regla de Ruffini y facilita el
célculo de la divisién de cualquier polinomio entre un binomio de la forma (x-a), es
decir, el divisor es de grado uno.

Ejemplo 15: Division sintética

x3-2x2+5x+3 L S,
— -, Para este ejercicio se pueden hacer las dos formas de division, dado

gue el divisor es de grado 1.
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3 0 -7 5

2 6 12 10
| 3 6 5 (15) Residuo

Cocicente

Puedes practicar en tu cuaderno, utilizando los ejercicios propuestos en la escena
interactiva, “Método de Ruffini” de la pagina 142 del libro interactivo de Mateméticas
Operativas”, en la que podras usar el deslizador “Pasos”, para que aprendas a
utilizar el método de Rufinni, paso a paso. La escena fue adaptada de

(Matematicaula, 2019b)

Ejemplos 16: La division sintética comparada con la division larga

Division Larga o Euclidiana

3¢+ 0x*—Tx+5 x—2 3 0
3x° + 6x* ‘ X +
0+6x2-7x+5 2 6
—6x% +12x 3 6
0+5x+45 Cocicente
Bx 10 !

0 |'"

Division Sintética

7

12

S

5

10
15) Residuo

Observa que en la division sintética para obtener el cociente se le bajo un grado al

3
polinomio, por haber divido por x — 2, esto es x? = x2

Prueba de la division:

D=(C-d)+R

D=0Bx2+6x+5)-(x—2)+ 15

Aplicamos la ley distributiva

D =3x3+ 6%% + 5x — 642 — 12x— 10 + 15

Sumamos términos semejantes

D=3x3-7x+5

Con base en lo estudiado, con la practica de la escena anterior y guiandose con los
ejemplos 13y 16, proceda a resolver los siguientes ejercicios propuestos, los cuales

tienen las respuestas para que confrontes tus resultados.
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Realizar la division de las siguientes expresiones algebraicas por el método apropiado

Ejercicio

1. (6x2—26x+12) + (x —4)

3. (3a**5 4+ 19a**3 — 10a*** —
8ax+2 + Sax+1) -~ (az —3a+ 5)

5 (x34+2x?>—4x+5) ~ (x +
3)

7. 2x3 +4x%2+2x +4) +
(2x2+x+4)

9. (4x3 +6x%2+5x +3) +
(2x%2+x +6)

Respuesta

Cociente:
6x — 2
Residuo: 4

Cociente:

3ax+3 _ ax+2

+ ax+1

Residuo: 0

Cociente:
x2—x—-1

Residuo: 8

Cociente:

.3
Xy

Residuo:
7

—Ex—Z

Cociente:

2x+ 2

Residuo;: —3x — 9

2. Bx*+6x2—3x+1)+(2x%>— x+

2)

4. (—3x%*+2x3 +23x2%2+ 14x —8) +

(x%2—2x—4)

6. (4x3+6x>+5x+6) + (2x2+x +

3)

8. (x3+3x2—6x+4) +(—x?—-2x+

7)

10. (2x3 — 2x%+ 4x+6) + (—x? —

5x + 5)

Ejercicio

Respuesta

Cociente:
4x2 + 2x

Residuo: —7x +
1

Cociente:
3x%2 —4x + 3

Residuo: 4x + 4

Cociente:
2x+ 2

Residuo: —3x

Cociente:
—x—1

Residuo; —x +
11

Cociente:
—2x +12

Residuo: 74x —
54

Puedes practicar, resolviendo en tu cuadernos las opciones de operaciones algebraicas
gue se proponen en las escenas interactivas de la pagina 143 y 144 del texto interactivo
“Matematicas Operativas”, opcion 1, opcién 2 y opcién 3.



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/problemas/capitulo31.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/problemas/capitulo32.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/problemas/capitulo33.html

®

INSTITUCION UNIVERSITARIA

PASCUAL BRAVO:

Vigilada Mineducacion

Codigo:
ALGEBRA Versién: 001
Pagina: 16 de 102

6 FACTORIZACION

Aplicamos la propiedad distributiva para expandir las expresiones algebraicas, aunque en
algunos casos es conveniente invertir el proceso.

La factorizacion o descomposicion factorial es representar una expresion matematica en
forma de multiplicacién. Con la factorizacion, se busca convertir un polinomio en factores
(polinomios) mas simples.

I FACTORIZACION -
9x2 —9 =(3x+3)(3x—13)

- EXPANSION [

6.1 Factor comin
Como su nombre lo indica, es buscar los elementos comunes, tanto de los
coeficientes como de las variables con su menor exponente.

Ejemplo 17: Factor comun

3x?% —6x
3x(x—2)

a’+ab + ax + bx
a(a+ b)+x(a+Db)

(a+b)(a+x)

Aplicando la propiedad asociativa, se pueden resolver ejercicios de factor comun
por agrupacion de términos.

Visita las escenas interactivas de las paginas 148 y 149 del libro interactivo de
aprendizaje “Matematicas Operativas”, para que te familiarices con la determinaciéon
de los factores comunes de los coeficientes y los literales.

6.2 Factor comun por agrupacion de términos
Por lo general, son polinomios de cuatro términos que se pueden agrupar de dos en
dos, dando nuevamente otro factor comun.

Ejemplo 18: Factor comUn por agrupacion de términos

a’® +ab + ax + bx
Podemos agrupar el primer término con el segundo y el tercero con el cuarto.
(a? + ab) + (ax + bx)
ala+ b) + x(a+b)
Como se puede observar, nuevamente tenemos como factor comun (a + b)
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(a+b)(la+x)

6.3 Trinomio de laforma x2+bx + ¢

6.4

6.5

Se resuelve por ensayo y error. Se buscan nimeros que multiplicado den el término
independiente (Ultimo término) y sumados o restados den el de la mitad. Es
conveniente descomponer el término independiente en sus factores primos.

Ejemplo 19: Trinomio de la formax? + bx + ¢

12| 2 x%+7x + 12
6 |2 (x+4)(x+3)
3 |3

1 [4x3

Visita las escena interactiva de la pagina 154 del libro interactivo de aprendizaje
“Matematicas Operativas”, para que te familiarices con la factorizacion del trinomio de
la forma x? + bx + ¢ , y realices diversos ejercicios propuestos en el escena.

Trinomio de laforma ax?+bx + ¢
Como el caso anterior, se resuelve por ensayo y error; adicional se debe
descomponer el coeficiente a en sus factores primos.

Ejemplo 20: Trinomio de la forma ax? + bx + ¢

6|2 6x2+7x—5 5|5
3|3 (3x +5)(2x — 1) 1|5x1
1|13 x

2

Visita las escena interactiva de la pagina 159 del libro interactivo de aprendizaje
“Matematicas Operativas”, para que te familiarices con la factorizacion del trinomio de
la forma ax? + bx + ¢, y realices diversos ejercicios propuestos en el escena.

SEMANA 6

Trinomio cuadrado perfecto
Este caso corresponde al producto notable del cuadrado de un binomio y para
identificarlo, se debe tener en cuenta lo siguiente:

e Que el primer y Ultimo término sean cuadrados

Pagina: 17 de 102
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¢ Queel término de la mitad sea el doble producto de las raices cuadradas del

primer y dltimo término. Una vez cumpla esto, podemos decir que es un
trinomio cuadrado perfecto.

e Se pone el signo del término de la mitad y por dltimo se eleva al cuadrado.

Ejemplo 21: Trinomio cuadrado perfecto

x2+6x+9=(x+3)2

Tienen raiz cuadrada l l

x El término de la mitad es el
doble producto de las raices
cuadradas

4x2 — 4xy + y?
2x y
(2x —y)?

6.6 Diferenciade cuadrados
El resultado de la diferencia de cuadrados obedece al producto de la suma por la
diferencia de las raices cuadradas de cada uno de sus términos.

a’—b%2=(a+b)(a—->b)
Ejemplo 22: Diferencia de cuadrados
a. 4x2—9y% = (2x +3y)(2x —3y)
b. 36m? —25n? = (6m + 5n)(6m — 5n)

En el trinomio cuadrado perfecto como caso especial, incluiremos el Trinomio cuadrado
perfecto por adicion y sustraccion.

6.7 Trinomio cuadrado perfecto por adicion y sustraccién
Se utiliza la metodologia anterior, sacando raiz cuadrada al primer término y al dltimo
término, tal como se hace para el caso anterior y se duma o resta la cantidad que se
requiera para conservar el término de la mitad.

Ejemplo 23: Trinomio cuadrado perfecto por adicion y sustraccion

a*+a’?+1
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Observa que el primer y ultimo término, tienen raiz cuadrada, pero al término de la
mitad le sobra una a?, por lo que se hace necesario restarsela al solucionar el

trinomio cuadrado perfecto, esto es:
(a%2+1)%2— a2

Luego tengan en cuenta que se presenta una diferencia de cuadrados, que es
necesario resolverla.

[(@?+1) +al[(a®+ 1) —ad]
[a?2+a+1][a?—a+ 1]

(a®+a+1(a?—a+1)

NOTA: Por la combinacion de los casos de factorizacién anteriores, se pueden
obtener casos especiales en:

¢ Diferencia de cuadrados
e Combinacion de Trinomio Cuadrado Perfecto y Diferencia de Cuadrados

Visita la escena interactiva “Trinomio cuadrado perfecto por adicién o sustraccion”, para
gue te familiarices con este caso de factorizacion, que te sera de utilidad para calculo
integral, y realices diversos ejercicios propuestos en la escena.

Con base en lo estudiado y guiandose con los ejemplos 17 al 23, proceda a resolver los
siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas para que confrontes tus
resultados.

Realizar las siguientes factorizaciones por el método adecuado

Ejercicio Respuesta Ejercicio Respuesta

2 2 2
(50 +4ab +7b%)(5a (9m* + 4m? + 1) (9m* — 4m?

1. 25a*+ 54a?b? + 49b* —4ab 2. 81m8+2m*+ 1
2 +1)
+7b?)
3. 4a® — 53a*b* + 49b8 (2a* — 7b* 4. 25x*—139x2%y2 + (5x%2 + 7xy — 9y?)(5x2% — 7xy
+ 5a%b?)(2a*—7b* | 81ly* —9y?)
— 5q2p2)

6. 32x14y13 +

32x13y9 + 4x11y10 hctly®(8x%y7 + 8x% +y)

5. 2m8n? + 2m8nltx (2m®n®)(1 + n®x)
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T.ax—-1D)—(x+2)(x—1)

9.n%x — 5a?y? —n?y? + 5a’x

11. 4—4(1—-a)+ (1 —a)?

4
13. 16x° — 2x3y? + 2

15. 196x2y* — 225212

17. 1 _ 942
4

xZ 2,4

Z
19. = -2
100 81

21. a*+a?+1

23. (x—y)2+2(x—y) —24

25. y?+5y—24

27. x?>—=17x—60
29. ¢?—13c— 14
31. 30x2+13x — 10
33. 14m? —31m —10

3515a2—8a — 12

(x—Dla—x-2)
(x — y?)(n? +5a?)

[2-(1-a)]?
(1+a)?

2
y2
3_2
<4x 4)

(14xy? + 152z°)(14xy?
— 15z°)

5+39)(3-3)
VAV I
x_|_3lz2 x yz?
10 9 10 9

(@®>+a+1D(a?—-a+
D

x—y+6)(x—y—4)
+8)(y-3)
(x—20)(x +3)
(c—14)(c+ 1)
(6x+ 5)(5x —2)
(7m+ 2)(2m —5)

(5a — 6)(3a +2)

8a?+1—b(a®+1).

10. am — bm+ an — bn

1 x%  25x*
12. ——=—+
25 3 36

14. a% + 2a(a + b) +
(a+b)?

16.1 —9a2b*ctds
18, L_#2
16 49

20. 100m?n* — =
16

22. x*+x%y? + yt

24. a* — 3a?b? + b*
26. m?—20m — 300
28. x?—15x — 54

30. a?+33-14a
32. 20a?— 7a— 40
34.9x24+37x + 4

36. 20n%2 —9n —20

Realizar las siguientes factorizaciones por el método adecuado

(@® +1)(1 - b)

(a—b)(m+n)

<1 5x2>2
5 6
[a+ (a+b)]?

[2a + b]?

(1 +3ab?c3d*)(1—3ab?c3d*)

(

G+7)G-7)

x4 x4
10mn? + Z) <1Omn2 - Z)

(x? +xy +y?)(x* = xy +y?)

(a?+ ab — b?)(a?— ab — b?)

(m —-30)(m +10)
(x—18)(x+ 3)
(a—11)(a—-3)

(5a —8)(4a +5)
Ox+ D(x+4)

(5n+4)(4n —5)
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Realizar las siguientes factorizaciones por el método adecuado

(5a? + 4ab + 7b?)(5a?

37.25a* + 54a%b? + 49p* — 4ab

+7b?)

. — X<+ X —15x
39.16 — 104x2 + 169x* (4 —13x2%)2

41. a?+ab + ax + bx (a+ b)(a+x)

43.3m — 2n — 2nx* + 3mx* (1+x%)(Bm—2n)

45, 3x2 —6x 3x(x —2)

4 2 4_ 2
38, 81m®+ 2mt + 1 Om*+4m=+1)(9m im

+1)
40. £ ab+ b2 “_p)
© —ao + (E— b)
42. ax — 2bx — 2ay +
4by (a —2b)(x — 2y)

44. 403 -1 —a? + 4a (a?+1)(4a—-1)

46. 8x*y?+ 6x3y3 —
2xy* XTyStoxty 2xy?(4x3 + 3x%y — y?)

Ejercicios de aplicacion

Ejercicio Respuesta

1. Determine el area de la parte podada en la siguiente
grafica.

Respuesta: 4x(b-x)

3. Determine el &rea de la parte podada en la siguiente
grafica.

Ejercicio Respuesta

2. Determine el area de la region sombreada en la
siguiente gréfica.

b

Respuesta: (a? + b?) = (a + b)? — 2ab

4. Un lado de un triangulo rectangulo es 3 pies mas
largo que el otro lado. La hipotenusa es de 15 pies.
Encuentra las dimensiones del triangulo.
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Realizar las siguientes factorizaciones por el método adecuado

b

Respuesta: a? — b? = (a + b)(a — b)

Respuesta: 152 = x? + (x + 3)?, Lados =9y 12

5. Un rectangulo tiene lados de una longitud de x+5y x-3.
¢, Qué numero es x siel area del rectangulo es 48?

x+5

Respuesta: (x —3)(x + 5) = x? + 2x — 15 = 48,
Lados =4y 12

6. Resuelva el punto anterior, si el area del rectangulo
fuera 20.

Respuesta: (x — 3)(x + 5) = x? + 2x — 15 = 20,
Lados =2y 10

SEMANA 7

7 TEOREMADEL RESIDUO

Es el procedimiento por medio del cual obtenemos el residuo de una division de polinomios,
donde el divisor es de grado uno, sin necesidad de hacer la division larga (Euclidiana) o la

sintética.

Para ello, lo que tenemos que hacer es igualar el divisor a ceroy evaluar el polinomio en

ese valor.

Observa detenidamente el video “Aplicacion del teorema del residuo”, en el cual se explica

el proceso para obtener el residuo de un polinomio. (Rios G, 2014a).

Ejemplo 36: Teorema del residuo
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a. (12x3 +13x2—-59x +30) ~ (x — 5)
x = 5, ahora reemplazamos este valor en el dividendo,
12(5)3+13(5)%2—59(5) + 30
1500 + 325 — 295 + 30
1560, este es el residuo.

b. (6x3—7x?2-5)+(Bx+1)

x=— é ahora reemplazamos este valor en el dividendo,
1\3 1\

() () s
3 3

6 7 5. 2 5=-1-5=-6

27 9 9 B a

Residuo = —6

8 TEOREMADEL FACTOR
(x — a) es un factor de un polinomio P(x), siy sélo sial evaluar P(a) =0

Antes iniciar con el ejemplo 38, visita el video “Factorizacion por evaluacion (Usando la
divisién sintética) - Ejercicio 1”, en el cual se soluciona un ejercicio de factorizacion por el
método de evaluacion y se muestra el orden en que se deben analizar los diferentes casos
de factorizacion de un polinomio. (Rios G, 2016a)

Ejemplo 37: Si P(x) = 2x3 + x? — 13x + 6 , como el primer término del polinomio es
diferente de 1, los ceros racionales de P son de la forma

Factores del término constante

Posible cero racional de P = El término constante es 6 y el

Factores del coeficiente principal’

ici inci ; : Factoresde 6
coeficiente principal es 2, por lo tanto, posible cero racional de P = ————~ 2

Factores de 2

Ahora, los factores de 6 son 6:+1,+2,+3,+6 y los factores de 2 son +1,+2. Asi los
posibles ceros racionales de P son:

1 2 3 6 1 2 3 6

t-, -t x5, 55,55, 55

1"71 "1 7172727272
Resumiendo, nos queda +1, +2,+3, i6,i§, i%

Para comprobar los posibles ceros de P(x), reemplazamos cada uno de los factores
anteriores para ver cual hace P(x) =0

P(1) =213+ (1)2-13(1)+6=2+1—-13+6 =4, no esun cerode P(x)
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P(-1)=2(-1)3+(-1)?2-13(-1)+6=—-2+1+13 4+ 6 = 18, no es un cero de P(x)
P(2) =2(2)3+ (2)2—-13(2)+6=16+4—26+6 = 0, es un cero de P (x)
(x — 2) es el primer factor de P(x).

Ahora resolvemos en la misma forma que se hizo con la division sintética.

2 1 -13 6

2 4 10 -6
2 5 -3 (0)Residuo

Cocicente
2x? +5x —3
P(x) =2x3+x?>—-13x +6 = (2x?> + 5x — 3)(x — 2)

Se puede repetir el proceso anterior, pero como el cociente es de la forma ax? + bx+c, lo
podemos factorizar por tanteo (ensayo-error.)

2x—1)(x+3)

2x_ . 3 6x
l_x,,,»"- ‘1_1_ N 1 Y
2x? 3 5x

Finalmente, los ceros de P(x) = (x — 2)(2x — 1)(x + 3)

Observa detenidamente el video “Factorizacion por evaluacion (Usando division sintética) -
Ejercicio 27, en el cual se explica el proceso para obtener los factores de un polinomio por
el método de evaluacion, usando la division sintética o método de Rufinni. (Rios G, 2016b).

Con base en lo estudiado y guiandose con los ejemplos 36 y 37, proceda a resolver los
siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas para que confrontes tus
resultados.

Encontrar los ceros de los siguientes polinomios

Ejercicio Respuesta Ejercicio Respuesta

1. x3—x%2—14x + 24 x=-42y3 |2. x3-3x+2 x=-2y1
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3.2x3+x2—13x + 6 x=22 4 xt—syd_sx?+23x+10 | %
- 2’ ' =-21+V2;5
5 4 3 2 3 3 2 1
5.2x° 4+ 5x*—-8x>—14x“+6x+9 x:—3;—1;1;§ 6.2x° —7x“+2x+3 x:—§;1y3
1
7.5x3—x2—-5x+1 x=—1;1;§ 8.x3+3x2—-4 x=—-1y2
9.x3—4x?>+x+6 x=-1;2;3 |10.3x3+4x?2—x -2 x=_1_g
"3

9 OPERACIONES RACIONALES CON POLINOMIOS

9.1 Adicion de expresionesracionales

De igual forma gque en las sumas de fraccionarios, en caso de tener el mismo denominador
se suman los numeradores y se coloca el mismo denominador. Si se trata de expresiones
racionales con polinomios de distinto denominador (heterogéneas), se debe buscar el
minimo comun multiplo de los denominadores (mcm)y se procede tal como se hace para
la suma de fraccionarios con distinto denominador.

Procedimiento

e Se deben factorizar los denominadores
e Determinar el mcm de los denominadores que se factorizaron). Para hacerlo, se
toma los factores comunes y ho comunes con su mayor exponente.

e Se procede como se indicO en la pagina 7 de la presente guia.
e No olviden factorizar y simplificar, sies el caso.
Ejemplo 24: Adicién y simplificacion de expresiones racionales

x%43x  1-x

x+1 x+1
x243x 1—x x%43x+1-—x
+ =
x+1 x+1 x+1
_x2+2x+1
T ox+1
(e +1)2
Tox+41
x+1)2
=u=x+1
x+1
x2-3 x+

3 . .
- + = Factorizar los denominadores
x“+2x+1  x+1

a.
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2-3 +3 . , . .
(§+1)2 +fm Determinar el comun denominador (mcm de los denominadores) y se

aplica la propiedad distributiva.

x2 =3+ +3)(x+1) x*—3+x*+3x+x+3

(x+1)2 - (x+ 1)2
x2-34+(x+3)(x+1) 2x2%+4x L. .
= Sumamos términos semejantes en el numerador
(x+1)2 (x+1)2
2_
X3 etatt) _ 2x0t2) e torizamos el numerador y se simplifica, si es el caso.
(x+1)2 (x+1)2
x2 =3+ (@x+3)(x+1)  2x(x+2)
(x+1)2 T (x+1)2

9.2 Sustraccion de expresiones racionales

De igual forma que en las restas de fraccionarios, en caso de tener el mismo denominador
se restan los numeradores y se coloca el mismo denominador. Si se trata de expresiones
racionales con polinomios de distinto denominador (heterogéneas), se debe buscar el mcm
de los denominadores y se procede tal como se hace para la resta de fraccionarios con
distinto denominador (heterogéneas).

Procedimiento

e Se deben factorizar los denominadores

o Determinar el mcm de los denominadores que se factorizaron). Para hacerlo, se
toma los factores comunes y no comunes con su mayor exponente.

e Se procede como se indicO en la pagina 7 de la presente guia.

¢ No olviden factorizar y simplificar, sies el caso.

Ejemplo 25: Sustraccion de expresiones racionales

x%+3x  1-x

a. x+1  x+1
x*+3x 1-x x*+3x—(1-x)
x+1 x+1 x+1
_x2+3x—1+x
B x+1
_ x%+4x—-1

x+1
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En este caso se deja hasta este paso, dado que soélo se puede factorizar por la
. —b+Vb2—4ac
férmula general x = —

x%-3 x+3 . .
. — = Factorizar los denominadores
xc—2x+1 x-1

2_
(’;_Sz — i—j Determinar el mcm y se aplica la propiedad distributiva.

x2—3—-(x+3)(x—-1) x?>—-3—(x*+3x—x—3)

(x—1)2 B (x—1)2
x2-3—-x2-2x+3 —2x L, .
= Sumamos términos semejantes en el numerador
(x—1)2 (x—1)?
_ 2x
 (x—1?

9.3 Producto de expresionesracionales
Para realizar el producto de expresiones racionales con polinomios, se procede de
igual forma que con las expresiones racionales que se vieron en el primer elemento
de competencia “Teoria de Aritmética’. Es el resultado del producto de los
numeradores dividido el producto de los denominadores, es decir; el producto de
numeradores y denominadores entre si.

Se recomienda:

e Factorizar tanto numerador como denominador y tratar de simplificar, antes de
realizar los productos.

e Simplificar, si es posible y

e Finalmente realizar los productos.

Ejemplo 26: Producto de expresiones racionales

x 25x2+10x+1 . .
. , Factorizar numeradores y denominadores, luego
5x2+21x+4 3x2+x
simplificar
X 25x2+10x+1 X (S)H—/l)-(Sx+1)
5x2 +21x + 4 3x2+x "}5}4-’1)-(x+4) & -(3x+1)

_ (5x +1)
T (x+4)-Bx+1)
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x24+8x+16 (x—5)
(x2-5x) (x2-16)’

x2+8x+16 (x—5) (x + 4Y2 (x/fS’)’ _ (x+4)

(x? — 5x) .(x2—16)_x-x/f5’).(y-/47-(x—4) Tx-(x—4)

9.4 Divisidn de expresionesracionales
Para realizar divisiones de expresiones racionales con polinomios, se procede de
igual forma que con las expresiones racionales que se vieron en el primer elemento
de competencia “Teoria de Aritmética”. Es el resultado de multiplicar el numerador
del primer fraccionario por el denominador del segundo fraccionario, dividido por la
multiplicacion del denominador del primer fraccionario por el numerador del segundo
fraccionario.

Factorizar numeradores y denominadores, luego simplificar

Se recomienda;

e Factorizar tanto numerador como denominador y tratar de simplificar, antes de
realizar la division.

e Simplificar, si es posible y

¢ Finalmente realizar la division.

Ejemplo 27: Division de expresiones racionales

x+2 x%—4

2x—3  2x2%2-3x
producto de extremos y medios, para finalmente simplificar.

, Factorizar numeradores y denominadores, luego realizar el

x+2 (x+2) (-2 (kD x-(x<3) _ x
2x—3" x-(2x—-3)  (@x~3 - +2)-x-2) (-2

2x%4+9x+10 _ 2x+5 . . .
> + , Factorizar numeradores y denominadores, luego realizar el
x“+4x+3 x+3

producto de extremos y medios, para finalmente simplificar.
2x*+9x+10 2x+5 (2x+5)-(x+2) 2x+5
x24+4x+3  x+3 (x+3)-(x+1  x+3

2x*+9x+10 2x+5 (#F5) - (x+2)-(x43)  (x+2)
x2+4x+3  x+3 _})’/I-/g)-(x+1)-(2x/l>f5’)'_(x+1)
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Con base en lo estudiado y guiandose con los ejemplos 24 al 27, proceda a resolver los
siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas para que confrontes tus

resultados.

Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado y simplificar, si es posible

Ejercicio
3
1 —+——
x-1 x+2
X+1
3 b
y
5 x5/2 _x1/2
a x2-1
7 xX(2+x)"23+(2+x)1/3

(2+x)~=2/3
9. (—x+3)(—x +5)

x%2-25 . 4x+8
" 3x24+11x+10 x2-2x-15

2 3y2—x2  xy+y?

13. —
xy

xy3 x2y2

1 x+y

T 2x-3y  4x2-9y2

17.
2x1/3(x—2)2/3—5x*/3(x—2)"1/3

Respuesta

x2+2x+6
x—1Dx+2)

CRS))
(x—y)

x1/2

2(1+x)

x2 —8x + 15

4(x+5)
(Bx+5)(x+3)

x3+y3
x2y3

x+ 2y

(—3x—4)x1/3

(x+a)(4x+8)(x+b)
x2+x(a+b)+ab

(2x + 3y)(2x — 3y)

(x—2)"1/3

(4x + 8)

Ejercicio
1 2
2. —
x2-1  (x+1)2
11
4 ath a

x"3/242x~ 2 x1/2

x—3/2

3x3/2-9x1/2 4 6x—1/2

Respuesta

3—x

3x—1/2

10. (7x — 3)(4x + 2)

6a’bx?> —4a’bx?
ab2x* 3a2bx

12.

a b

14. x2_4+ 2

5x 1

16. 6(x2-1) 2(x-1)
1

3(x+1)

18

(x—D(x +1)?

_—t
a(a+h)

(x+1)2
(x—1D)(x—-2)

28x2 +2x —6

—8a
bx

alx —2)+ b(x+ 2)

(x +2)(x —2)?

4x —5

3x3/2—9x1/2_120x~1/2

x—8

20. (x+a)(x+ b)

10 RACIONALIZACION

Generalmente la racionalizacién consiste en utilizar operaciones matematicas que permitan
eliminar los radicales, ya seaen el numerador o en el denominador segun el caso.

6(x+ D(x+1)

3x~12(x + 5)

x?>+x(a+b) +ab




®

Codigo:
INSTITUCION UNIVERSITARIA

PASCUAL BRAVO. ALGEBRA Versién: 001

Vigilada Mineducacion Pégina: 30 de 102

10.1 Racionalizaciéon de numeradores.

Ejemplo 28: Racionalizacién de numeradores

a. Sih # 0, racionalizar el numerador. Para hacerlo, se debe multiplicar el numerador
y el denominador por la conjugada del numerador.

VTR

h

VXFR—VX  (VXFR+VX)
h (VXFR+Vx)’
suma por la diferencia, que es el resultado de una diferencia de cuadrados.

Observa que el numerador se ha convertido en el producto de la

GFR-—VE (aFh+va)  (Varh) - (Va)
h (Vx+h+vx) h-(Vx+h+x)

x+h—x

“h (VxF R+VR)

h
" h-(Vat h+ %)

1
-_Wx+h+Va
2va+3vb . . .
b. T Multiplicamos el numerador y el denominador por la conjugada del
numerador.

2va+3vb_ (2va-3vb)
2a—3b+vab (2va-3vb)'
la suma por la diferencia (diferencia de cuadrados) en el denominador.

aplicamos propiedad distributiva en el numerador y resolvemos

2va+3vb  (2va—3vh) (2va)” - (3vb)’
2a—3b++vab (2Va—3vb) 4ava-—6bva+2avb —6avb + 9bVb —3bvVa
l |




®

Codigo:
INSTITUCION UNIVERSITARIA

PASCUAL BRAVO. ALGEBRA Versién: 001

Vigilada Mineducacion Pégina: 31 de 102

2a+3vb  (2/a+3vh) 4a — 9b
2a—3b++vab (2Va+3vb) 4ava—4avb—9bvVa+9bvVb

I S

_ 4a—9b
~4a-(Va—+b)—9b- (Va—+b)

_ (4=
~ (Va—b) - (4&="b)

_ 1
~ (Va-b)

10.2 Racionalizacién de denominadores.

Ejemplo 29: Racionalizacién de denominadores

3x—4y—xXy
3Wx—4y '
denominador.

Multiplicamos el numerador y el denominador por la conjugada del

3x—4y—yXY (3vx+4,fy)
3Wx-4yy  (3vx+4/y)
la suma por la diferencia (diferencia de cuadrados) en el denominador.

aplicamos propiedad distributiva en el numerador y resolvemaos

— |
3x —4y —fxy (3Vx+4/fy) 9xVx—12yVx—3x/y+12x/y - 16y,/y — 4yVx

E-AT (VR D~ (1)’

Ahora sumamos términos semejantes en el numerador y resolvemos el
denominador.

3x-ty—yEy (3VEH4Y) _ oxie+oxyy-16yV3-16y\y buscamos factor comin en el
3Vr-4y  (3vVx+4,fy) (9x—16y) ’

numerador.

3x —4y —Jxy (3Vx+4Jy) 9x (Vx+fy) - 16y (Vx+/y)
3Vr—4fy  (3Vx+4y) (9x — 16y)
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- (Vr+y) =Ty
- (9x—16y)

= (VE+ )

(a*-2)
J(a*-1)-1

denominador.

, Multiplicamos el numerador y el denominador por la conjugada del

(a*-2) J(a*-1+1

a1 J@D+1 Multiplicamos numeradores y denominadores entre si.

(a*=2) (a4—1)+1_(a4—2)'( (a4—1)+1)

J@-1D-1 J@-1D+1 (J@=D) - 1)
(@-2) J@-D+1 _ (@2 (J@=D+1)

J@*-1-1 J@*-D+1 a*-1-1

, simplificamos

@-2 J@—D+1 M( @-1D+1)
@*—-1-1 (a—)+1 _at—2—

=( (a4—1)+1)

Visita la escena interactiva “Racionalizacion”, en la cual encontraras teoria y
gjercicios de racionalizacion de denominadores, escena adaptada de
(Matematicaula, 2019a).

Con base en lo estudiado y guidndose con los ejemplos 28 y 29, proceda a
resolver los siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas para
gue confrontes tus resultados.

Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado y simplificar, si es posible

Respuesta Ejercicio Respuesta

Z(x - 4) ) Vx—1— X—2

x—2-DWZxF1+3) ° vewe (x+2-2)(x-1+1)

[
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Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado y simplificar, si es posible

3 Vx2+49-3 1 4 2—/x-3
G VxZ+9+3 | x2-49
1 W 1
> 5 =
3x—4y—Vxy .
T o3Vx-4y (a*-2)
vy \/}-}-\/;/ 8. T
1 V10 2
9. — y-v z
= — 10. [
V3-V) y Vx+9
11, YOE2VY) —2 12.
3-y \/§+\/;, 1
13 3=V 4-x 14 Vx-1
" 2-8—x 2—-/8—=—x)(3+V5+x) T x-1
x+1
15. x1+1 Ny 16. —”“f”
i) JaZ-D+1 2a=3b+vab
17. J(x2—-1)-1 ( ) " 2va+3vb
1 x2 1
19. = e 20. =5
SEMANA 8

11 ECUACION LINEAL

La ecuacion mas basica en algebra es la ecuacion lineal y se define como mx + b = 0,

donde m # 0, luego, si

mx+b=0,

entonces x = — —
m

Ejemplo 30: Resolver las siguientes ecuaciones lineales

-1

(x+7)(2+x—3)

c4l7

c

J@=D+1

V2x

X

x—2

Vx+2-2
Va-b

3/5
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a. 6x—7=2x+5

Recordemos que: Todo lo que este a un lado de la igualdad, siempre pasa al otro
lado con su operacion inversa, esto es, si este sumando pasa a restar y si esta
multiplicando pasa a dividir y viceversa.

Luego:
6x —2x =5 + 7, se puede observar el cambio de operacion (signo)

4x =12.

Ahora, el 4 esta multiplicando a la “x”, por lo que pasas al lado contrario a dividir;
esto es:

_lz
x—4 =

Bx—-2)Bx+4)=0Ux+3)-(6x—1)
Aplicamos propiedad distributiva en ambos lados la igualdad.

24x% + 26x — 8 = 24x%+ 14x — 3
2447 + 26x — 8 = 246%+ 14x — 3
26x —14x = —-3+8

12x =5

12 ECUACION CUADRATICA

Son ecuaciones polinomiales de segundo grado, que puede escribirse en su forma estandar

de la siguiente manera:

ax? +bx +c=0,

cona+0

Muchos problemas sobre objetos en movimiento, implican ecuaciones cuadraticas.

Ejemplo 31: Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas

a. Selanzaun globo de agua con una velocidad inicial de 48 pies/ s, directamente hacia
abajo desde una ventana ubicada a 64 pies del suelo, la altura s (en pies) del suelo,

después de t segundos esta dada por
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s = 16t% — 48t — 64.
Hallar el tiempo transcurrido para que el globo llegue el suelo.
Dado que el globo llega al suelo, su altura sera s =0, por lo tanto, la ecuacion
guedara
0 = 16t% — 48t — 64
Como podemos observar la ecuacién resultante es divisible por 16 y quedaria
16t2 48t 64

- S_2F 4 —
16 16 16 £o3t-4=0

Tomando t? — 3t — 4 = 0, podemos factorizar el trinomio de la forma ax? + bx +
¢ =0, cona + 0 para hallar los posibles valores de t

t—-4)-(t+1D=0

Ahora: (t —4) =0, luego t = 4. El valor de t para el factor (¢t + 1) no se tiene en
cuenta por ser negativo.

R/. El globo tarda 4 segundos para llegar al suelo.

Si una ecuacion cuadratica tiene la forma especial x? = d, con d = 0, lo podemos resolver
igualando a cero, esto es x2—d = 0. Se puede observar que es una diferencia de
cuadrados y se resuelve como el producto de la suma por la diferencia de sus raices
cuadrados

(x +Vd) - (x=vd) =0
Esto indica que tiene dos soluciones x = v/d 0 x = —/d.

También se pude resolver sacando raiz cuadrada a cada uno de los términos de la
ecuacion, teniendo en cuenta que cuando se trata de raiz cuadrada se tienen dos
soluciones, una con valores positivos y otra con valores negativos.

Estoes, VxZ = +/d, luego x = +v/d que coincide con la respuesta anterior.
b. 2x2=6
Despejamos la x, x2 = g = 3; luego x = ++/3.
El conjunto solucién es {—/3,+/3}

c. (y—3)?=5
Despejando la y, quedaria:
JO =32 =45
y-3=4V5
y =3++5
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El conjunto solucién es {3 — 5,3 + /5}

d. Un fabricante de latas desea construir una lata cilindrica circular recta de
altura 20 centimetros y capacidad 3000 cm3 (vea la figura). Encuentre el
radio interior r de la lata.

- 20 cm
El volumen V del cilindro es

V=m-r%h
Sabemos que:

V = 3000 cm3, h=20cm
Despejamos r y reemplazamos

1%
2 _
r T-h
rex T-h
3000
r=+
20-m

150
r= |— = 691 cms
T

Se toma solo el valor positivo, ya que el radio no puede ser negativo.

e. Hallar los posibles valores de x para la ecuacién cuadratica ax? + bx +c =0

Para obtener los posibles valores de x,debemos utilizar el método de completar cuadrados,
gue vimos anteriormente.

Procedimiento

v' Como se trata de despejar la x, empezaremos por dividir toda la ecuacion por a
2
Ax* bx ¢ 0 b c
—t— === _)x2+5x+52 0

¥ a a a

v" Pasamos el término % al loado derecho de la ecuacién

, b c
X“+—x=—=
a a
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v' Completamos el cuadrado perfecto en los dos términos de la derecha, sabiendo que
L, . . b .
el término de la mitad es X Para ello sacamos laraiz cuadrada de vx? = x

b o . b
Sabemos que 2- (x) = - luego el tercer término sera x = P

Completamos el cuadrado
2 2

(2 -G =

2
P b ., .
Se resta el término (z) para que la ecuacién no se afecte, observemos que, si se

resuelve la ecuacion anterior se conserva la ecuacion inicial (s6lo a manera de
prueba)

Recuerden que para solucionar el cuadrado de un binomio se debe proceder de la
siguiente forma:

(a+b)?=(a)?+2(a)- (b) + (b)?

Para el ejercicio que estamos resolviendo, esto seria:

1260 (B¢ (B (L) =5 rte e

2a)  \2a a a

.. b b
Se puede observar que la ecuacion no se altera y que 2 - (x) - (Z) =X

2
A b
Luego de completar el cuadrado, pasamos el término — (Z) a la derecha

(_I_b)z_bz c
T2 "1 a

v' Hacemos la suma en los términos de la derecha, donde el M.C.D es 4a?, quedando

asi:
2

<+£) _b2—4ac
X2 T 42

v Sacamos raiz cuadrada a cada lado de la ecuacion
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Jlr2) s

v" Aplicamos propiedades de los radicales

LA
X 2a

v' Despejamos la x
b

X:—%_

b?% — 4ac

2a

b2 — 4ac
_l._—

2a

v" Hacemos una sumade fraccionarios de igual denominador y se obtiene la formula

de la ecuacion cuadréatica

=T 2a

b+ Vb2 —4ac

, cona#0

Comose dijo anteriormente la ecuacion cuadratica sirve para solucionar muchos problemas
sobre objetos en movimiento y hallar factores (factorizaciones) que no tienen soluciones en

los enteros

f. Resuelve3x2—-2x—-4=0

Si intentas resolver la ecuacién como un trinomio de la forma ax?+ bx + ¢ =0,
podras observar que no es facil encontrar la solucion por factorizacion directa, lo

gue implica que se tiene que hacer uso de la ecuacién cuadrética.

3x2—-2x—4=0

ax? + Lx +c=0
Si comparamos los términos, a = 3, b = —2 y ¢ = —4, ahora podemos reemplazar

em la ecuacién cuadratica

B b+ Vb?%—4ac
R
2+ /75D

2-3)

, cona#0

)
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_2+V4+148
TT20
24452
FNE)

Ahora descomponemos el 52 en sus factores primos

52 2
26 2
13

Podemos sacar el 2 de la raiz

Entonces, las rices son

52 =22-13
242713
TR
Z+2-13
x:—

2-3)

1++13
X =

3

1 V13
x=-+12

373

1+\/ﬁ 1 V13
3773 Y3773

12.1 DISCRIMINANTE, DEFINICION DE IMAGINARIOS Y OPERACIONES CON

COMPLEJOS

12.1.1 Discriminante

El término h? — 4ac de la ecuacién cuadratica se conoce como el discriminante y es el que
determina las posibles soluciones de la ecuacion cuadratica
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Si b? — 4ac > 0, la ecuacion tiene 2 (dos) soluciones en

- los reales.
Discriminante de la

ecuacion cuadratica | Sib? —4ac = 0, la ecuacién tiene 1 (una) solucién en los
reales.

b2 — 4ac

Si b? —4ac < 0, la ecuacion NO tiene soluciéon en los
reales, tiene solucion en los complejos.

Ejemplo 32: Solucion de ecuaciones cuadraticas con la formula general

a. Resuelva 9x2 + 16 = 24x, se debe igualar a cero
9x%2—-24x+16 =0
a=09, b=-24 yc=16

Reemplazamos en la ecuacion cuadratica

b+ Vb?%—4ac

x = ,
2a

cona+0

X =- _24i\/(_2;)_2(9_)4. © l(16), cona+ 0

_24+.(=24)%-4-(9)-(16)
*T 2-®

_ 24++576— 576
T 20

24 ++/0

*T20)
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b. Un cohete de juguete se lanza verticalmente hacia arriba desde
el nivel del suelo, como se ilustra en la figura. Si su velocidad
inicial es 120 pies/s y la unica fuerza que actla sobre él es la
gravedad, entonces la altura h del cohete (en pies) sobre el Al
suelo después de t segundos esta dada por i e

h = —16t%+ 120t
¢,Cuanto tiempo demora el cohete en obtener una altura de 200 0
pies?

Llevamos la ecuacion a la forma ax? + bx + ¢ = 0, esto es:

16t? — 120t + h = 0, pero sabemos que la altura que obtendra en un tiempo t, sera
de 200 pies, luego:
16t2—120t + 200 =0

. , ., - b+VbZ—4
Utilizamos la férmula de la ecuacion cuadratica x = —‘Tac, cona+0y
reemplazamos.
, b +Vb?—4ac
N 2a
Donde:

a =16, b=-120 yc =200

—120 ++/(—=120)2 —4- (16) - (200)
- 2-(16)

_ 120 ++/14400 — 12800
B 2-(16)

120 +1600
—2-(16)

_120+40 60+20 15+5
T 2-(16) 16 4

15+5

t =
4

Por lo tanto, el cohete esta a 200 pies sobre el suelo en los tiempos siguientes:
2.5 segundos y 5 segundos
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Las dos respuestas obedecen a que a los 2.5 segundos el cohete va subiendo y
por efectos de la gravedad asciende a su altura maximay empieza a descendery a
los 5segundos pasa nuevamente para la altura de 200 pies.

., P 3
c. Resuelva la ecuacion cuadratlcagz2 —4z—-1=0

Entonces, las rices son

12.1.2 Numeros Imaginarios

a=3/,, b=—-4yc=-1

b++Vb?% —4ac
2a

zZ=-

—4i\/(—4)2 —4. (3/2). (-1)
- 2'(3/2)

Z =

4+Vi6+6
Z:—
3
_4xV22
=73
4 22
z=—4 Y22
3+ 73
4+\/Z 4 22
373 Y3773

Son aquellas raices que no tienen solucion en los reales, es decir que el discriminante es

menor que cero.

Discriminante de la
ecuacion cuadratica

b2 — 4ac

Si b? —4ac < 0, la ecuacion NO tiene solucién en los
reales, tiene solucion en los complejos.
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Se denota por i y tiene la siguiente propiedad
i =+/—1, por lo que
Propiedad de i (D)2 = (\/_—1)2

i2=—1

Ejemplo 33: Nimeros imaginarios

a. V—12, como se puede observar es la raiz cuadrada de un nimero negativo, por lo
tanto, solo se puede descomponer el 12 en sus factores primos.

V=12=YED- @7 6) V=12 = (V@7?)- (V@) (VD)

V=12 =2V3-V-1 V=12 = 2V3i

b. V=9
V=9=y®? (D V=9=/3®? VD
V—9=3-v/-1 V=9 =3i

=" By

12.1.3 Numeros complejos

Son aquellos que estan formados por una parte real y una parte imaginaria, por lo regular
la parte real se separa de la imaginaria y va siempre a la izquierda. Esto es, un niamero
complejo se define como a + bi, donde a y b son reales e i es la parte imaginaria.

Ejemplo 34: Propiedades de los complejos

Terminologia Definicion Ejemplo

a + bi, donde a y b son nimeros

3+1i, 5i
realesei? = -1

Numero complejo

NUmero imaginario | a+bi conb+ 0 3i+2i, —5i
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NUmero imaginario | , . . . .
bUro bi conb# 0 —3i, V5i, i
_ _ x +yi=3+4isiysolosi
lgualdad a+ bi =x +disiysolosia=cy b=d
x=3 yy=4

12.1.4 Operaciones con complejos

Se aplican las propiedades de los (distributiva, asociativa, etc), teniendo presente la parte

imaginaria.

Visita la escena interactiva de la pagina 216 “Suma y resta de complejos” del del libro
interactivo de aprendizaje “Mateméticas Operativas” , en la cual se explica la forma como

se realizan las operaciones de sumay resta de nimeros complejos.

Ejemplo 35: Operaciones con complejos

Sea21=_3 +4i,ZZ =5_2i,Z3 =3/2 yZ4=7i

Hallar:

a. Adicion:
[ ] Zq +Z2

71 + z, = (=3 + 4i) + (5 — 2i) Eliminamos los paréntesis, teniendo en cuenta los

cambios de signo si es el caso

z1 + z, = =3+ 4i+ 5 — 2i Sumamos los términos semejantes, teniendo en cuenta

gue la parte real va a la izquierda.
Zl + Zz = 2 + 2l

° Z1+Zz+Z4

z1+ 2z, + 24 = (=3 + 4i) + (5 — 2i) + (7i) Eliminamos los paréntesis
71+ z,+ 74 = -3 4+ 4i+ 5— 2i + 7i Sumamos los términos semejantes

Z1+Z2+Z4=2+9i

b. Sustraccion:
° Z1 - ZZ

z; — z, = (=3 + 4i) — (5 —2i) Eliminamos los paréntesis, teniendo en cuenta los

cambios de signo

71 — 2z, = —3 + 4i — 5 + 2i Sumamos los términos semejantes
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Z]__Zz=_8+6i
® Z1—2Z3

7y — 23 = (=3 +4i) — (3/2) Se hace la suma de fraccionarios

(-3+4i) 3
a-HB=T 5
o 2(=3+4)-(1)-(3)
A== (12
—6+8i—3 —9 4 8i
Zl_Z3=# Zl_Z3= 2

Separamos la parte real de la imaginaria y simplificamos
-9 8i

Zl—Z3:7+7 Zl—Z3:7+4i

Aplicamos la propiedad distributiva

Visita la escena interactiva de la pagina 217 “Producto y cociente” del del libro interactivo
de aprendizaje “Matematicas Operativas” , en la cual se explica la forma como se realizan
las operaciones de producto de nUmeros complejos.

c. Producto:
(] Z1'2Zy + Z3 " Zy

2 24+ 23 — 2z = (=3 + 40) - (70) + (3/2)- (7i) Realizamos las operaciones

_ —21i+28i% | 2

Zl'Z4+Z3_Z4— 1 + 2

2-(—21i +28i) + (1) - (21i0)
Z1 " Zy +Z3_Z4 =

2

2 (—21i +28i%) + (1) - (210)
Zl'Z4+Z3_Z4: 2

—42i + 56i% + 21i
Zl'Z4+Z3_Z4= 2

Recordemos que i? = —1 y reemplazamos

—42i + 56(—1) + 21i
2

Z1"Zy 23— 274 =
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—21i — 56

Z1 Z4 Vv Z3—Zp =—F——
2

56 21i

Zl-z4+z3—z4=—7—7

21i

Zl'Z4+Z3—Z4=—28—7

o (21-23)— (23 24)

(z1°22) — (z3-24) = [(=3+ 40) - 5 — 2)] — [(3/5)- (71)]  Aplicamos  propiedad
distributiva

(z1°25) — (23 24) =

—15+ 6i + 20i — 8i? [211'
1 2

2- (=154 26i —8i%)— (1) - (211)
2

—30+ 52i —16i% — 21i
2

(z1°23) — (237 24) =

(21 °25) —(23-24) =

Reemplazamos i? por —1

—30 + 52i —16(—1) — 21i

(z1°25) — (237 24) =

2
—14 4+ 31i
(n-2) = (25 22) = ———
14 31i
(z1°23) = (237 24) = Y +7
31i

(z1°22) — (237 24) = —7+7
Visita la escena interactiva de la pagina 218 “Producto” y 223 “Cociente” del del libro
interactivo de aprendizaje “Matematicas Operativas” , en la cual se explica la forma como
se realizan las operaciones de cociente ( division) de nUmeros complejos.

d. Division:
Z1
z2
z, (5—20)
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Se debe racionalizar el denominador, para lo cual es necesario multiplicar el
numerador y el denominador por la conjugada del denominador.

La conjugada de un nimero complejo se denota como Z, y basta con cambiar el
signo a la parte compleja, es decir, la que tiene la parte real y la imaginaria o el
imaginario puro i. Siendo asi, quedaria:

7 (—3+4i)_(5+2i)
z;  (5-20) (5+2i)

Observemos que en el denominador quedo el producto de la suma por la diferencia

(a+b) (a—b) =a?—b?

z;  —15—6i0 +20i + 8i? z;  —154 14i + 8i?

Z, 25 — 4i2 z,  25—4i2

Reemplazamos i? por —1

zy  —15+14i +8(-1) 7 _ =23+ 14i
z,  25—4(-1) z, 29
7 23 14i
—_— [ + JR—
Z, 29 29
3
Zy
z_2
Z4 71

Realizamos la operacion de los extremos y los medios

Z3_3

7 _ s ==
=7 zy 14i

Zy

1

Multiplicamos numerador y denominador por i para eliminar el imaginario del
denominador.

Z3 _ 3 i Z3 _ 3i
z, 14i i z, 14i2

Reemplazamos i? por —1
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Z3 _ 3i Z3 3i
z, 14(-1) Z4 14

Con base en lo estudiado y guiandose con los ejemplos 30 al 35, proceda a
resolver los siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas para
gue confrontes tus resultados.

Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado y simplificar, si es posible

Ejercicio Respuesta Ejercicio Respuesta
14
1. 4x—5=3 x=2 2. 2x=:x—7 x=-=
2 3
3. x—6=:x x=9 4. 7Tx—4=3x+8 x=3
5.2(1-x) =301+ _ 3 2 1. oyl 21
2x) +5 =77 6. 3y+2(y 3) =7 Y=11
x =-—10
6 3
7.x%+30x +200 =0 8.\/6x2+2x—\/§:0 x:£,— 2
x =-20 2 6 2
9.x2—5x+1=0 V5+1 10. 25x2 4+ 70x + 49 =0 x__z
x = -
2 5

Discriminante > 0, tiene dos Discriminante = 0, tiene una (1
11. x2+4x—-1=0 . 12. 4x%2—-12x+9=0 L (1)
(2) soluciones en los reales solucidén en los reales
Discriminante < 0, NO tiene
13. §x2 —2x+4=0 solucion en los reales. Tiene |14. 25x%2 + 70x + 49 =0
solucén en los complejos

Discriminante =0, tiene una (1)
solucién en los reales

Si Z1=3+5i, Z2=7+3i y Z3=1-2i. Resolver las siguientes operaciones.
15.Z, + Z, 10 + 8i 16.Z, — Z; 2+7i

17. Zy + Z, 18 El. 18. (Z1 — Z3)? —45 + 14i
29 29
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Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado y simplificar, si es posible
(Z2)(Z3) 13-11 (Z2)(Z3)™" 1,17,
-+ =1
5 5
3++15
X =
2 .
19. —2x2 +6x +3=0 20. w? = 3(w — 1) E S KL
V15-3 2
x=-
2
SEMANA 9
12.2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 2x2 y 3x3
12.3 Sistema de ecuaciones lineales 2x2
Son aquellos sistemas que poseen 2 incégnitas
Una ecuacion que representa este sistemaes la de la linea recta, dada por
y=mx+b
Donde m es la pendiente y b el punto donde la recta corta el eje de y.
La pendiente m es la razon de cambio en los ejes x ey, por lo que la pendiente es:
m= Y2 "N _ tang 6
X2 — X1
¥
Ecuacioén de la recta dados dos puntos: Dados los puntos
P, (x1,y1) Y P,(x5,v,), la ecuacién esta determinada por:
4 Py(x2,y2)
Y= _Y2=N 3
X —Xq Xy — X1 3
Ecuacion de la recta dados un punto y la pendiente: De la 1
ecuacion anterior podemos concluir que:
Py(xy, 1) y
y—y=m-(x—x)
1 2 3 4 5
y=m-(x—x)+y,
dado que
m= 2o _ tang 0

X2 — X1
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Podemos hallar la ecuacion de la linea recta que se muestra en la figura

¥ Podemos utilizar la férmula de la ecuacion de la linea
recta, dados dos puntos o utilizar la ecuacién dados un
punto y la pendiente, para lo que tendremos que
encontrar la pendiente.

Y20 Utilizaremos las dos formulas
Dados dos puntos:

Y= _Y2—N
X — X1 Xy — X1

y—-1 4-1
x—1 4-1
y—1 3 y—l_l
x—1 3 x—1
y—-1=1-(x—1) y—1=x-1
y=x
Dados un punto y la pendiente:
4-1 =1=
m = — tang 6 m=1=tang 0
4 -1 p .
Podriamos calcular el angulo como
0 =tan"1(1)
6 =45°
Ahora, que sabemos que:
m=1
Aplicamos la formula y—-1=1-(x—-1)
y=—y1 =m-(x —xq)
y—1=x-1 y=x

Rectas paralelas: Dos rectas son paralelas cuando sus pendientes son iguales, esto es:
mp =m,

Rectas perpendiculares: Dos restas son perpendiculares cuan el producto de sus
pendientes esigual a -1, estoes:m; - m, = —1

Para solucionar ecuaciones lineales 2x2 y 3x3, existen varios métodos.
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Se puede utilizar cualquiera de ellos o la combinacién de uno con otro, dependiendo de
como se presente el ejercicio y de la forma que se considere mas se les facilite.

Ejemplo 36: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones 2x2

{x+y=5 (D
x—y=1 (2)

Métodos de solucion de ecuaciones lineales 2x2

12.3.1 Método grafico
Consiste en representar graficamente las ecuaciones de las rectas y el punto de
intercepcion sera la solucion.

Se debe hacer una tabla de valores enx ey

Para (1)
X 0 1 2 3
y |5 4 3 2
Para (2)
X 0 1 2 3
y |1 0 1 2

Como se puede observar en las dos tablas
coinciden el par ordenado P(3,2), lo que indica
gue este es el conjunto solucion.

Gréaficamente esto seria como se muestra en la
figura.

En la escenainteractiva “Solucion de ecuaciones lineales 2x2-Método grafico”, se
presenta la posibilidad de que ingreses los coeficientes de las variables (con susigno) y el
término independiente para que observes la solucion graficamente.
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12.3.2 Por Sustituciéon
Como su nombre lo indica, se trata de sustituir una variable de una ecuacion en la otra.

Pasos para solucionar ecuaciones 2x2 por SUSTISUCION
1. Se despeja una variable en la ecuacion (1)
2. Sereemplaza la variable despejada en la ecuacion (2)
3. Se realizan las operaciones para encontrar una variable
4. Sereemplaza la variable encontrada en la ecuacion (1), despeja

Ejemplo 37: Solucion por Sustitucion

{x+y=5 (D
x—y=1 (2)

Sigamos los pasos para buscar la solucion
1. Se despeja una variable en la ecuacion (1), en este caso despejaremos la X,
pero puedes despejar la y si te parece conveniente.

x=5-y (1
2. Se reemplaza la variable despejada en la ecuacion,
x—y=1 (2)

G-y»-y=1 (2

3. Se realizan las operaciones para encontrar una variable
G-y)-y=1

4. Se reemplaza la variable encontrada en la ecuacion (1), despeja
x=5-y (1
x=5-(2)
x=3




®

INSTITUCION UNIVERSITARIA

PASCUAL BRAVO:

Vigilada Mineducacion

ALGEBRA

Codigo:
Version: 001
Pagina: 53 de 102

12.3.3 Por Igualacién

Como se indica, se trata de igualar variables.

Pasos para solucionar ecuaciones 2x2 por IGUALACION
1. Se despeja una variable (x 0y) en la ecuacion (1)
2. Se despeja una variable (x 0y) en la ecuacién (2)
3. Seigualan las variables (x 0 y) despejadas anteriormente

4. Serealizan las operaciones para encontrar una de las variables

5. Sereemplaza la variable encontrada en la ecuacién (1) o (2), despeja

Ejemplo 38: Solucion por Igualacion

Para el presente ejercicio, despejaremos X, pero pueden despejar y.
1. Se despeja una variable (x 0y) en la ecuacion (1)

3. Seigualan las variables (x 0 y) despejadas anteriormente

4. Se realizan las operaciones para encontrar una de las variables

x=5-y (1
2. Se despeja una variable (x 0y) en la ecuacion (2)
x=1+y (2)
5—y=1+y
2y =4
y=2

5. Sereemplaza la variable encontrada en la ecuacion (1) o (2), despeja

x=5-y (1
x=5-2
x=3

12.3.4 Por reduccién o eliminacion

Se busca eliminar una de las variables, para ello es posible multiplica la ecuacion

(1) por un valor que haga las variables que se desea eliminar igual a la (2)

Ejemplo 39: Solucion por reduccion o eliminacion

{x+y=5 (D
x—y=1 (2)




®

INSTITUCION UNIVERSITARIA

PASCUAL BRAVO:

Vigilada Mineducacion

ALGEBRA

Codigo:
Version: 001
Pagina: 54 de 102

Se suman términos semejantes

Como ya setiene el valor de x, podemos reemplazar en la ecuacion (1) o (2)

x+4=5 (1)
x=A=1 (2)
2x =6
Despejamos la x
x =3
x+y=5
3+y=5
y=5-3
y=2

Pero también se puede eliminar la x, y en este caso multiplicamos la ecuacion (2) po2 -1

x+y=5 (1)
x—y=1 (2)

x+y=5 (1)
D -x-»=0-D-1 (2

x+y=5 (1)
—x+y=A (2)
2y =4
y=2

Visita la escena interactiva de la pagina 255 del libro interactivo “Matematicas Operativas”,
en la cual podrés recordar lo visto hasta el momento sobre solucion de ecuaciones
lineales 2x2 por los métodos de sustitucion, igualacion y reduccion.

12.3.5 Por Cramer o determinantes

Se resuelve por determinantes, de la siguiente forma

Pasos para solucionar ecuaciones 2x2 por CRAMER

1. Se halla el determinante del sistema D

2. Se halla determinante de x, D,

D
3. Seencuentrax = D—x

S

4. Se halla determinante dey, D,

D
5. Se encuentray= ;y
S

1. Se halla el determinante del sistema D

Cx

c

y
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ps|  |= ¢ )= ( )
Donde: C, = Coeficientede x
Cy = Coeficiente dey

Ejemplo 40: Solucion por Cramer o determinantes

{x+y=5 (D
x—y=1 (2)

Se multiplican las diagonales principa@‘ y se ubican en el primer paréntesis
Se multiplican las diagonales secundagas y se ubican en el segundo
paréntesis

1
1

\
D=l |=CD-m
Ds=—-2 pad

o= L|=(D-m

2. Se halla determinante de x, D,

Donde: T; = Término Independiente

b= 1|=9-w
D,=—-6

Observen que al hallar D,, en el determinante se reemplaza C, por el término
independiente T;

En este momento podemos encontrar el valor de x

X

D
3. Seencuentrax = o

S
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D, -6
*=D. T =2
x=5=

x=3

Se puede reemplazar este valor en la ecuacién (1) o (2) para encontrar el valor
de ”y”, pero haremos el procedimiento por determinantes con el animo de
practicar.

4. Se halla determinante dey, D,,
€. ¥
| =« )= ( )

q

py=[1 l=m-©

D, =—4

En este momento podemos encontrar el valor de y

5. Seencuentrayz%
D, -2
=—=2
Y=3

y=2

En la escena interactiva “Solucion de ecuaciones lineales 2x2-Determinantes”, se presenta
la posibilidad de que aprendas a solucionar ecuaciones lineales 2x2 por determinantes,
ingresando correctamente los coeficientes de las variables (con su signo) en las matrices,

para que cambies las “X” por vistos buenos en la medida que aciertes con los datos
ingresados.

12.4 Sistema de ecuaciones lineales 3x3
Se utilizan los mismos métodos utilizados para resolver ecuaciones 2x2, pero no se
recomienda el gréafico, por ser en tres dimensiones (tres variables)

Para explicar los métodos de solucion de ecuaciones 3x3, plantearemos el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 41: Hay un nimero de tres cifras que suman 15. El nimero de centenas mas el
de unidades, es el doble de las decenas y el numero original méas 594, invierte las cifras del
namero.

Solucién.

Lo primero que se debe hacer es plantear las ecuaciones

100 | 10 | 1 | Como no sabemos los valores que pueden tomar los numeros, los
llamaremos:
C |D|U

x = Centenas

X y |z y = Decenas

z = Unidades

x+y+z=15 (1), Los tres nimeros suman 15

xX+z=2y (2), El numero de las centenas mas las unidades es el doble de las
decenas

100x + 10y + z + 594 = x + 10y + 100z (3), el numero original mas 594, invierte las cifras
del nimero.

99x — 99z = —594 (3)
Como se puede observar, todo es divisible por 99

99x 992_ 594 3
99 99 99 ®)

x—z=-6 (3)

Ahora organizamos las ecuaciones

x+y+z=15 (1)
x—2y+z=0 (2)
X—z=-6 3

12.4.1 Por Sustitucion
Como su nombre lo indica, se trata de sustituir una variable de una ecuacion en la otra.

Pasos generales parasolucionar ecuaciones 3x3 por SUSTISUCION
1. Se despeja una variable en la ecuacion (1), lo haremos con x

2. Se reemplaza la variable despejada en la ecuacién (2), se realizan las
operaciones
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3. Se obtiene la ecuacion (4) de dos variables

4. Se reemplaza la variable despejada en la ecuacion (3), se realizan las
operaciones

5. Se obtiene la ecuacion (5) de dos variables

6. Se despeja una variable en la ecuacion (4),

7. Sereemplaza en la ecuacion (5)

8. Se realizan las operaciones para encontrar una variable

9. Sereemplaza la variable en la ecuacién (4), para obtener otra variable

10. Se reemplazan las variables encontradas en la ecuacion (1), (2) o (3)
para obtener la otra variable

Para el ejercicio que nos ocupa, como se trata de convertir las ecuaciones 3x3 en 2x2y la
tercera ya la tenemos en 2x2, entonces despejaremos la x en la uno.

Sigamos los pasos

1. Se despeja una variable en la ecuacion (1), lo haremos con x

x+y+z=15

x=15—-y—z

Se reemplaza la variable despejada en la ecuacion (2), se realizan las operaciones
x—2y+z=0

(15—-y—2)—2y+z=0

—3y =-15
3y =15

15
y=7=
y:

Comoya se obtuvo una variable, obviamos los pasos 3 a 5 y se reemplaza el valor

encontrado en la ecuacion (2).

x—2y+z=0 (2)

x—205)+z=0 (2)

x—205)+z=0 (4)
x+z= 10 (4)

En este momento ya tenemos las ecuaciones (3) y (4) en dos variables
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{x—z=—6 3)
x+z=10 (4)

6. Se despeja una variable en la ecuacién (4)
x+z= 10 (4)
x= 10—z

7. Sereemplazaen la ecuacion (5), que en estecasoes la mismaecuacion (3), porque
el planteamiento del problema la presento en 2x2
x—z=-1 (3)
10—z—z=-6
10—2z=-6
2z=10+6
2z =16
z=28
10. Se reemplazan las variables encontradas en la ecuacioén (1), (2) o (3) para obtener
la otra variable. En este caso en la ecuacion (1)

x+y+z=15
x+(5)+(8) =15
x+13=15
x=15-13
x =2

x=2
Enresumen:{y =5
z=28

R/. El nimero es 258

12.4.2 Por Igualacion
Como su nombre lo indica, se trata de igualar una variable de una ecuacion en la otra.

Pasos generales parasolucionar ecuaciones 3x3 por IGUALACION
1. Se despeja la misma variable en las tres ecuaciones, lo haremos con x

2. Seiguala la variable despejada en la ecuacién (1), con la misma variable
gue se despejo en la ecuacién (2) y se obtiene la ecuacion (4) de dos
variables

3. Seiguala la variable despejada en la ecuacién (2), con la misma variable
gue se despejo en la ecuacién (3) y se obtiene la ecuacion (5) de dos
variables
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4. Se despeja una variable en la ecuacion (4),

5. Se despeja la mismavariable en la ecuacion (5) y se igualan

6. Se realizan las operaciones para encontrar una variable

7. Sereemplaza la variable en la ecuacion (4), para obtener otra variable

8. Se reemplazan las variables encontradas en la ecuacion (1), (2) o (3)
para obtener la otra variable

De acuerdo a como se plantean las ecuaciones, se realizan todos o algunos de los
pasos planteados.

1. Se despeja la mismavariable en las tres ecuaciones, lo haremos con x
x=15—-y—z (1)
xX=2y—z 2
x=—6+z 3
2. Seiguala la variable despejada en la ecuacion (1), con la misma variable que
se despejo en la ecuacion (2) y se obtiene la ecuacién (4) de dos variables 15 —
y—z=2y—2Z
3y=15
y=5 4
3. Seiguala la variable despejada en la ecuacién (2), con la misma variable que
se despejo en la ecuacion (3) , y se obtiene la ecuacion (5) de dos variables

15-y—-z=-6+z
y+2z=21 (5
4. Se despeja una variable en la ecuacioén (4),
y=5 4
5. Se despeja la misma variable en la ecuacion (5) y se igualan
y=21-2z (5)
5=21-2z
2z =16
z=28
6. Se realizan las operaciones para encontrar una variable, ya se encontrd
e
z =8
7. Se reemplaza la variable en la ecuacion (4), para obtener otra variable. No se
realiza, dado que ya se encontraron dos variables.
8. Se reemplazan las variables encontradas en la ecuacion (1), (2) o (3) para
obtener la otra variable.
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x+ )+ (8) =15
x=15-13
x=2

12.4.3 Por reduccion o eliminacién
Se busca eliminar una de las variables, para ello es posible multiplica la ecuacion

(1) por un valor gue haga las variables que se desea eliminar igual a la (2)

Pasos generales parasolucionar ecuaciones 3x3 por REDUCCION

1. Se elimina una variable en las ecuaciones (1) y(2) y se obtiene la
ecuacion (4) en dos variables

2. Se elimina una variable en las ecuaciones (1) y(3) y se obtiene la
ecuacion (5) en dos variables

3. Se elimina una variable en las ecuaciones (4) y(5) y se obtiene una
variable

4. Se reemplaza la variable anterior en la ecuacion (4), para obtener otra
variable

5. Se reemplazan las variables encontradas en la ecuacion (1), (2) o (3)
para obtener la otra variable

Realizaremos el procedimiento

x+y+z=15 (1)
x—2y+z=0 (2)
XxX—z=-6 3

1. Se elimina una variable en las ecuaciones (1) y (2) y se obtiene la ecuacion (4) en
dos variables
x+y+z=15 (1)
x—2y+z=0 (2)

Como la ecuacion (3) esta en términos de x y z, eliminaremos la y, multiplicando la
ecuacion (1) por 2
x+y+z=15 (1) @) -x+y+z=15) (1) 2x+2y+2z=30 (1)

x—2y+z=0 (2) x—2y+z=0 (2) x—2y+z=0 (2)
3x+ 3z=30 (4
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12.4.4

x+ z=10 (4)

Se elimina una variable en las ecuaciones (1) y (3) y se obtiene la ecuacion (5) en
dos variables.
Como la ecuacion (3) ya esta en términos de x y z, no es necesario realizar este
pasoy serala (5).

X—z=-6 3)=(5)

Se elimina una variable en las ecuaciones (4) y (5) y se obtiene una variable

x+z=15 (4) Se puede eliminar la z, s6lo x+z=10 (4)
realizando la suma
x—z= —6 (5) x—z= —6 (5)
2x = 4
x= 2

Se reemplaza la variable anterior en la ecuacion (4), para obtener otra variable
(2)+ z=10
z=10-2
z=8
Se reemplazan las variables encontradas en la ecuacion (1), (2) o (3) para obtener
la otra variable
@)+y+@® =15 (1)
y=15-10
y=05

Por Cramer o determinantes

Se resuelve por determinantes, de la siguiente forma

Pasos para solucionar ecuaciones 3x3 por CRAMER
1. Se halla el determinante del sistema D

2. Se halla determinante de x, D,

X

D
3. Seencuentrax = o

S

4. Se halla determinante dey, D,
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D
5. Se encuentray= Fy

S

6. Se halla determinante de z, D,

D
7. Se encuentra z= D—Z

S

Como se trata de ecuaciones 3x3, es necesario duplicar las dos primeras columnas
para resolverlos en forma horizontal o repetir las dos primeras filas para hacerlo
vertical.

Se sugiere que se haga horizontal. Este método solo se utiliza para resolver
ecuaciones 3x3

x+y+z=15 (1)
x—2y+z=0 (2)
X—z=-6 3

Seguimos los pasos indicados

1. Se halla el determinante del sistema D
2. C. C C;
1 51 ~
D= -2 = 24140 -(-2+0-1)
1 1 Pl
+ + +
- - (3)—(=3)
343
Ds=6
3. Se halla determinante de X, D,
Cuando se trata de buscar el determinante de x, en su lugar se coloca el término
independiente
Ti ¢ C. _ _
1 15 41 ~
D,=1|0 -2 = B30—6+0)—(12+0-0)
6 21126 Pl
+ + + (24) —(12)
24 —12
D,=12
4. Seencuentrax = %

S
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D, 12
*=D.7 6
xX=2

5. Se halla determinante dey, D,,
Se puede hallar los siguientes determinantes, teniendo en cuenta que:
e Cuando se buscalay, el término independiente ocupa su lugar
e Cuando se buscalay, el término independiente ocupa su lugar

Para este ejercicio es preferible reemplazar la x en la ecuacion (3) y
continuar con sustituciéon para evitar la realizacion de los otros
determinantes.

6. Reemplazamos x y z en la ecuacion (1)
x+y+z=15 (1)
@) +y+@® =15 (1)

y=5
Ejemplo 42: En la figura se muestra el diagrama de un circuito eléctrico 6V
gue contiene tres resistores, una bateria de 6 volts y una bateria de 12 L

volts. Se puede demostrar, usando las leyes de Kirchhoff, que las tres T
corrientes, 11, 12 e I3 son soluciones del siguiente sistemade ecuaciones: " J §~- 2| sh

12V
i

L-L+I;=0 (1)
RiL+R,l,=6 (2
RyI,+R3l3 =12 (3)
Encuentre las tres corrientes si
e Ry =R,=R;=3 ohms
e R; =4ohms, R, =10ohms,R; =4 ohms

o Pal‘aR1 :Rz :R3 = 3 ohms
11—12+I3 :0 (1)

3L+3L,=6 (2)
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Visita la escena interactiva de la pagina 261 del libro interactivo “Mateméaticas Operativas”,
en la cual podréas recordar lo visto hasta el momento sobre solucion de ecuaciones
lineales 3x3 por los métodos de determinantes o Cramer.

a. Por Sustitucion:

Recuerden que debemos encontrar las ecuaciones (4) y (5) en términos de 2
variables, es decir, dos ecuaciones de 2x2.
Para ello realizamos el siguiente procedimiento:
Paso 1: Despejamos una variable en ecuacion (1) y lareemplazamos en la ecuacion
(2) para obtener las ecuaciones (4):

L=L-1; @O

3(U,—I)+3L,=6

3I,—3I3+3l,=6

6 I, — 315 = 6, podemos dividir toda la ecuacion por 3

2L, —13=2 (4)
Paso 2: Reemplazamos la variable despejada en el paso 1, en la ecuacién (4) para
obtener la ecuacion (5).

31, + 313 =12 (3), (podemos dividir por 3)
Dado que la ecuacion (3), esta en los mismos términos de la ecuacion (4), la
podemos tomar como la ecuacion (5)

L+I3=4 (5
Paso 3: Despejamos una variable en la ecuacion (4) y la reemplazamos en la
ecuacion (5)

3=21,-2
Paso 4: Reemplazamos en la ecuacion (5)

L+Q2I1,-2)=4

L+21L,—-2=4

3,b=6

=2
Paso 5: Reemplazamos I, en la ecuacion (4), en la despejada (paso 3)

L=20) -2

I3=4-2

I3=2
Paso 6: Reemplazamos las variables encontradas, en la ecuacion (1) despejada
en el paso (1)

L=1L-1

L=2)-2

L =0
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b. Por Igualacion:
Paso 1. Despejamos una variable en ecuacion (1) , despejamos la misma
variable en la ecuacion (2) , igualamos la variable despejada en las ecuaciones
(1) y (2)para obtener la ecuacion (4):
En la ecuacion (1),

L =1—1I

En la ecuacion (2)
3L+3l,=6
L+1,=2
L=2-1,

Igualamos:
L—I3=2—1,

21, — I3 =2 (4)
Paso 2: Despejamos la misma variable despejada en ecuaciéon (1) , en la
ecuacion (3), igualamos la variable despejada en las ecuaciones (1) y (3) para
obtener la ecuacion (5):

3I,+31;=12 (3)

I, + I3 = 4, dado que la ecuacion (3) esta en los mismos términos de la
ecuacion (4), la tomaremos como ecuacion (5)

L+I3=4 (5
Paso 3: Despejamos la misma variable en las ecuaciones (4) y (5) y las
igualamos:
En la ecuacion (4):

I3 =2I,—2
En la ecuacion (5):

L=4-1,
Igualamos:

212—2=4—12
3, =6
12:2

Paso 4: Reemplazamos la variable encontrada las ecuaciones (4) o (5)
despejadas.
En la ecuacion (4):
I3 =21, -2
I3 =2(2)—-2
I3=4-2
;=2
Paso 5: Reemplazamos I, e I3 en la ecuacion (1) despejada en el paso 1.
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C.

L =1,—1I3
L=02)-(2)
11:0

Por Reduccion:
En este método se busca eliminar determinada variable en las diferentes
ecuaciones planteadas.
Paso 1: Eliminamos una variable en las ecuaciones (1) y (2), para obtener la
ecuacion (4)

L—I,+I13=0 (1)

L+, =2 (2)
Como se puede observar, se puede eliminar I,, ya que son iguales con signo
contrario

L-K+I1;=0 (1)

L+ly =2 (2)

2, +13 =2 (4)

Paso 2: Eliminamos la misma variable en las ecuaciones (1) y (3), para obtener
la ecuacion (5)
L—-1L+I3=0 (1)
L+I;=4 (3)
Igual que en el caso anterior, es facil eliminar I,, ya que son iguales con signo
contrario
L-K+13=0 (1)
Iyrt13=4 (3)
I +2I;=4 (5)

Paso 3: Eliminamos una variable en las ecuaciones (4) y (5),

Podemos eliminar la variable I, o la I3, para el ejercicio eliminaremos la variable
I, multiplicando la ecuacion (5) por -2

A +13 =2 (D)
—2Kk —4l;=-8 (5)
—3I3=—6 (5)
33=6
I3=2

Paso 4: Conociendo I3, lo reemplazamos en la ecuacién (4) o (5)
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2, +13=2 (4
2, +(2) =2
2l =0

L =0

Paso 5: Conociendo I; e I3 la podemos reemplazar en las ecuaciones (1), (2) o

3)

Si reemplazamos en la ecuacién 3, obtenemos

L+I;=4 (3)
L+2) =4 (3)
L=2
d. Por Cramer o determinantes: Se resuelve por determinantes, de la siguiente
forma

Pasos para solucionar ecuaciones 3x3 por CRAMER
1. Se halla el determinante del sistema D

2. Se halla determinante de I, Dy,

D,
3. Seencuentral, = f

S

4. Se halla determinante de I, Dy,

D
5. Seencuentral, = f

S

6. Se halla determinante de I3, Dy,

D
7. Seencuentral; = f

S

Paso 1: Se halla el determinante del sistema D
L-L+13=0 (1)
L +1 =2 (2)
L+1; =4 (3)
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- - 1— \
D5=|>§%<1 =(1-0+1)-(0+0-1)
0 "1 Pl
+ + +
1 -1 1]1 -1
Ds=|1 1 o1 1=@) -1
0 1 110 1
1 -1 1]1 -1
Ds=11 1 01 1 =2+1
0 1 110 1
Ds =3
Paso 2: Se halla determinante de I,
0 -1 10 -1
D=2 1 02 1=0-0+2)-(4+0-2)
4 1 114 1
0 -1 1j0 -1
Dp=2 1 02 1=@2-@)
4 1 114 1
0 -1 110 -1
Dp=12 1 0f2 1 =0
4 1 114 1
D, =0
Paso 3: Se encuentra I; = %
D 0
L —_h_Z
Ds 3
11 = 0

Paso 4: Se halla determinante de I,, D,

1 0 1|1 O
D,=[1 2 0|1 2=2+0+4)—-(0+0+0)
0 4 110 4
1 0 111 0
D,=11 2 0|1 2=(6)-(0)
0 4 110 4
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1 0 111 O
D=1 2 0|1 2=6
0 4 110 4
D, =6
Paso 5: Se encuentra I, = —2
D, 6
12=£—
D; 3
12:2

Teniendo los valores de I, e I,, podemos reemplazar estos valores en las
ecuaciones (1), (2) o (3), para obtener la variable restante.

Reemplazando en la ecuacion (1), se obtiene,
L-L+I13=0 (1)
0)-@)+13=0
=2
Para practicar, lo solucionaremos por Cramer.

Paso 6: Se halla determinante de I3, D,

1 -1 0jJ1 -1
D=1 1 21 1=4-0+0—-(0+2-4)
0 1 410 1
1 -1 0j]1 -1
Dp=[1 1 211 1=04)-(=2)
0 1 410 1
1 -1 0]1 -1
D=1 1 2/1 1 =6
0 1 410 1
D13_6
Paso 7: Se encuentra I; = —2
D, 6
13=£__
D, 3
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13:2

e Para R; = 4ohms, R, = 1ohms,R; =4 ohms, resolver utilizando uno de los
meétodos anteriores.

Bienvenidos a seguir ampliando los conocimientos adquiridos hasta el momento. En esta
oportunidad, les invito a poner en practica sus conocimientos sobre operaciones y
propiedades de las expresiones algebraicas, resolucion de problemas y simplificacion de
expresiones racionales.

Asi que, los invito a poner en practica todo lo aprendido y a resolver con éxito los
ejercicios propuestos en la “Guia_de trabajo independiente UNIDAD 2 — ALGEBRA.

iManos a la obra!

SEMANA 10

13 SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES 2x2 CON ECUACIONES
CUADRATICAS

Son aquellos sistemas de ecuaciones, donde una o ambas nos son lineales (de primer
grado) presentan al menos una de un grado superior.

Generalmente se resuelven por el método de sustitucion, en algunos casos, cuando ambas
sean cuadraticas es posible que sea mas sencillo utilizar el método de igualacion o
reduccion.

Podemos encontrar los siguientes casos

13.1 Caso 1: Unaecuacion lineal y otra NO lineal.
En este caso se utilizara el método de sustitucion, realizando el procedimiento que se indicé
anteriormente.

Ejemplo 43: Solucionar el siguiente sistema de ecuaciones

{x—y+3=0
x?>+y%2=5

Lo primero es organizar las ecuaciones, si es el caso

{x—y=—3 (D
x?+y?=5 (2)

Despejamos una variable en la ecuacion lineal, la que consideres mas facil
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x=y-3 (1)
Reemplazamos en la ecuacion (2)
x2+y?2=5 (2)
r-3)+y*=5 (2)

Solucionamos el cuadrado de un binomio que se nos presenta al lado derecho de la
igualdad y realizamos las operaciones e igualamos a cero para factorizar.

Recordemos que (a — b)? = a? — 2ab + b?
y2—6y+9+y%2=5
2y2—6y+4=0
Dividimos por 2 y simplificamos

2y% 6y 4
2 27270

y2=3y+2=0
En caso de que sea posible, se factoriza o sino se utiliza la formula general
-2--D=0
lgualamos cada factor a cero para obtener:

{J’1=2
y2=1

Reemplazamos cada valor en la ecuacion (1) despejada x =y — 3 , para obtener:

Xx1=y—3
X =Yy, —3
X g x;=02)-3
/ ‘w’ “. Xy = (1) -3
‘ f X1 = -1
Xy = —2

Interpretacion geométrica

13.2 Caso 2: Ambas ecuaciones son NO lineales.
Podemos utilizar el método de reduccion, en caso de que ambas ecuaciones sean
cuadréticas.




Codigo:
@ PASCUAL BRAVO. ALGEBRA Version: 001

Vigilada Mineducacion Pégina: 73 de 102

Ejemplo 44: Solucionar el siguiente sistema de ecuaciones '""\\ 1 v
\_»\» = v//
x?+y?=41 (1) Nt
x2 — yz =9 (2) ::,4?':‘\ 4 ”""x,:‘;:;ﬁ.aj
Si utiizamos el método de reduccion, Ahora eliminemos @ % ‘:', T
podemos eliminar y? ecuacion (2) por-1 .. J New
/ :\_\‘- L ~'\\ .
X2 +y? =41 A2+ eyl
'// 12 \"\\
x2—x§*=9 A2 +yc=-9
2x2 =50 2y? =32
x2=25 y2 =16
X =1V25 Interpré/tc?c%ﬁ‘&gométrica
x =15 y =14
{ X1 = 5 {}’1 = 4
Xy = -5 Y2 = —4

13.3 Caso 3: Una ecuacion lineal y una irracional.
Podemos utilizar el método que mas se facilite

Ejemplo 45: Solucionar el siguiente sistema de ecuaciones el siguiente sistema de
ecuaciones

{2\/x+ =y+1 (1
2x—3y=1 (2)

Nota: Al eliminar el radial, elevando al cuadrado cada lado de la igualdad en la ecuacion (1)
y luego utilizar el método adecuado. Se debe tener en cuenta que, al tratarse de un radical,
se obtienen dos respuestas, una negativa y otra positiva. En el ejemplo se plantea
Gnicamente la respuesta positiva, que es el signo que precede la raiz.

(2:Vx+1) =+ D? (1)

4x+1D)=y2+2y+1 (1)

4x +4=y2+2y+1 (1)
y?2—4x +2y=3 (1)

Ahora podemos eliminar la nueva ecuacién (1) conla (2), multiplicando la segunda por 2
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y?—4x +2y=3 (1)
4x — 6y =2 (2)

y? —4y=5

Igualamos a cero para tratar de factorizar

y2—4y—-5=10

Factorizamos
y-5-@+D=0
y1=5
vy, = —1, este valor no aplica para el ejemplo

Despejamos la x en la ecuacion (2) y reemplazamos y; e y,

2x—3y =1
1+33’1
n=T
1+ 3y
X1 = 2
1+ 3(5)
xlzT
1+ 3(5)
x1=T
_1+15
X1 = >
X1—8

Interpretacion geométrica

Con base en lo estudiado y guiandose con los ejemplos 36 al 43, proceda a resolver los
siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas para que confrontes tus
resultados.
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Ejercicio

{ 2x+y =2
"3x—-2y=-4

{x—y=2
x+y=1

5 {2x+5y=16
"Bx—7y=24

X—y+z=2

x+y—z=0
7{
2x +y—4z =-8

10x+y+3z=0

x—=5y+z=0
9.{
4x +2y —5z=10

2x—y+2z=11

x+y+z=4
ll.{
4x +3y — 6z = —18

15.

Respuesta

x=0y=0z=0

7
x=zy=-"Lz=75

N w

36 18 36
YTV T T P Ty

x=1++5

x =4:-2+2,

_, 16
YTV

Ejercicio

5 {4x—y+1=0

x+3y+9=0
4 {2x+3y=2
"(x—2y=8
Zc4d=
6 3 22
c—=-d=-1

3x+4y—2z=2

2x +6y +z =-2
8.{
5x =2y —-22z=0

x —3y =22
10. y+6z=—3
§x+Zz:3

x—2y+2z=0

5x +2y—z=-7
12.{
3y+z=17

2x+y+z=6

x—2y—3z=-1
14{
x+3y—2z=13

16.
{xz +2(102) -3 =0
x—10Y =0

x>+ y*=4

1o
—2x2+7y2 =7

Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado

Respuesta

12 35

=TSR
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Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado

x=0;1,y=0;1

2x—3y+z=2 5 1 23
23.{3x+2y—z=—5 X="gY¥T7grtTyg
S5x—2y+z=0

y=x

20.{y2=x+2

x=-1,2,y=-1;2

3logx +logy = 2 P
22. {SIogx+ 2logy =1 x=10%y =

107

4x—y+3z=6
24. {—8x+3y—52 =—6
5x —4y =-9

x=3;y=6z=0

Problemas de aplicacion

Ejercicio

25. ¢Cuantas monedas?: Una persona tiene 25
monedas entre monedas de diez y veinticinco centavos,
gue suman en total $4.75. Determine cuantas monedas
de cada una tiene la persona.

R/. 5 monedas de 10y 15 de 25 centavos

27. Entradas a un estadio: A un clasico de fatbhol

Respuesta

26. Numero de galones: Un tanque de 100 galones se
llena de agua en la que se disuelven 50 Ib de sal. Un
segundo tanque contiene 200 galones de agua con 75 Ib
de sal. ¢ Cuanto debe sacarse de ambos tanques y
mezclarse para obtener una solucion de 90 galones con 40
Ib de sal por galon?

R/. 50 galones del primer tanque y 40galones del segundo
tanque.

29. Logisticade transporte: Una empresa de transporte

ingresaron 18.000 personas, entre abonados y no gestiona una flota de 60 vehiculos para el transporte diario,
abonados. Si se sabe que el valor de la boleta por gpge: tractomulas, doble troques y carros sencillos. Las

abonado es de $45.000 y el no abonado es de $80.000 y

gue se recaudaron $ 1.062.000000. ¢ Cuantos abonados
y no abonados ingresaron al estadio?

R/. 10800 abonados y 7200 no abonados.

28. Promedio de notas: Cuando Beth se gradué de la
universidad, habia tomado 40 cursos en los que obtuvo
calificaciones de A, B y C. Su promedio final fue de
3.125. Su promedio sdlo en los cursos en los que recibio
calificaciones de A y B fue de 3.8. Suponga que las
calificaciones A, B y C valen cuatro puntos, tres puntos y

tractomulas transportan 35 Tnsy reccorren 800 kms. Los
doble troques transportan 20 Tnsy recorren 600 kms. Los
carros sencillos transportan 10 Tns 'y recorren 200 kms.
Diariamente los vehiculos transportan 1.400Tns y recorren
36.000 kms. Cuantas tractomulas, doble troques y carros
sencillos tiene la empresa?

R/. Calificaciones de Tractomulas = 20,Doble Troques =
30, Sencillos = 10
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Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado

dos puntos, respectivamente. Determine la cantidad de
calificaciones A, B y C que obtuvo Beth.

R/. Calificacionesde A4 =20,B=5,C =15

29. Velocidad: Un avion vuela 3 300 mide Hawai a
California en 5.5 h con viento de cola. De California a
Hawai, volando contra el viento de la misma velocidad,
el viaje dura 6 h. Determine la velocidad del avion y la
velocidad del viento. Recordar que x(espacio) =V * t

mi mi
R/.Vy=575-=, V, = 25-~

31. Mezclar granos de café: Una tienda se especializa
en preparar mezclas de café para gourmet. De granos
de café de Colombia, Costa Rica y Kenia, el propietario
desea preparar bolsas de 1 libra que vendera en $12.50.
El costo por libra de estos cafés es $14, $10 y $12,
respectivamente. La cantidad de café de Colombia debe
ser el triple del de Costa Rica. Encuentre la cantidad de
cada tipo de café en la mezcla.

R/.Colombia = E,Costa Rica = ﬁ, Kenia = %

30. Capacidad de produccién: Una compaiiia tiene tres
maquinas, A, B y C que pueden producir cierto articulo
cada de ellas. No obstante, por la falta de operadores
capacitados, sélo dos de las maquinas pueden usarse
simultdneamente. La tabla
siguiente indica la produccién
de un periodo de tres dias,
usando varias combinaciones
de las maquinas. ¢ Cuanto
tomaria a cada maquina, si se usa sola, producir 1000
articulos?

Articulos
producidos

Horas
usadas

Miquinas
usadas
AvB 6
AyC 5

ByC

4500
AN

4900

R/.A=4, B =2,C =5 Horas respectivamente

32. Pesos de cadenas: Hay tres cadenas que pesan 450,
610 y 950 onzas, cada una de ellas formada por eslabones
de tres tamafios diferentes. Cada cadena tiene 10
eslabones pequefios y también tienen 20, 30y 40
eslabones de tamafio mediano, asi como 30, 40y 70
eslabones grandes, respectivamente. Encuentre los pesos
de los eslabones pequefios, medianos y grandes.

R/.P=4,M =7,G =9 onzas respectivamente

Visita las escenas interactivas de las paginas 286 y 287, opcién 1, opcion 2 y opcion 3 del
libro interactivo “Matematicas Operativas”, con las cuales podras resolver ejercicios sobre
factorizaciony ecuaciones, que te seran de utilidad para preparar el seguimiento
institucional, ya que cuentas con tres opciones de los contenidos a evaluar.



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/problemas/capitulo41.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/problemas/capitulo42.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/problemas/capitulo43.html
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14 LOGARITMOS

Los logaritmos con base b = 10 se llaman logaritmos en base 10 o comunes y los
logaritmos en base b = e se llaman logaritmos naturales.

Se acostumbra escribir el logaritmo natural como

Log.x=1Inx

Para:

LoggP = E, paratodabase B >0,B # 1

Donde:

B = Base, P = Potenciay E = Exponente

Podemos convertir logaritmos en potencias de la siguiente forma:

Logaritmos

Potencia

LogzP = E

BE=p

L0og,9100 = 2, siy so6lo si 10% = 100

Observen que, en el ejemplo, el logaritmo en base 10 de 100 es 2, siy sélo sila B = 10,
elevado al exponente E = 2, esigual a la potencia P = 100.

Ejemplo 44: Convertir los logaritmos en potencias

a. logiox=2

Si lo expresamos en forma de potencia, nos quedaria:

b. log,x=4

Si lo expresamos en forma de potencia, nos quedaria:

c. log32187 =y

Si lo expresamos en forma de potencia, nos quedaria:

102 =x
100 = x

24 =x
16 = x

3Y = 12187
3Y =37
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La igualdad se cumple, siy sélo si y = 7, dado que las bases de ambos lados de la

igualdad soniguales a 3.

Propiedades de los logaritmos

1.

2
3.
4

Para toda base B > 0, B # 1, para los nimeros positivos My N,

loggMN = loggM + loggN

logB% = loggM — loggN

loggM¥* = kloggM, para cualquier nimero real k.
loggB=1

Ejemplo 45: Propiedades de los radicales

a.

b.

C.

d.

logaex3\[y
logax®\[y=logax® + loga.[y
1
= 3log,x+log,y2
1
= 3log.x + Elogay
x3
logaz—2
lo x_3 =1 31 2
9a,z = 0gaX” —0GaZ
= 3log,x — 2log,z
3
logax vy

z2

x3

y
logaz—2 =log,x3+ loga\/;/ —log,z*?

1
= 3logg,x+log,yz — 2log,z

1

= 3log.x+ > logay —2log,z

%loga(x2 —1)—log,y—4log, z

3

1
= loga(xz -13- (loga yZ4)

=log, yz4

(x? — 1)%

1 1
=log,(x?>—1) —log, vy —4log, z=log,(x* —1)3 — (log, y + log, z*)
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4

15 ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS.

Para resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas, se recomienda

i) Reescriba una expresion exponencial como expresion logaritmica.

i) Reescriba una expresion logaritmica como expresiéon exponencial.

iii) Use las propiedades uno a uno de b* y logpx.

iv) Para las ecuaciones de la forma a*; = b*,, donde a # b, obtenga el logaritmo natural
de ambos lados de la igualdad y simplifique usando las leyes de los logaritmos.

Para convertir logaritmos en exponenciales, puede ser de utilidad lo siguiente:

Forma de Logaritmos Condicion Forma de Potencias
logyP=E Siy sélo si bE =P
log,0100 = 2 Siy solo si 102 = 100

Observen gue si queremos convertir la expresion 10?2 = 100, en una expresion logaritmica
se debe sacar logaritmo a cada lado de la igualdad

log10? = log100
2-(1) =log100

2=10g100

2-log10 =log100

Recuerden que, para los logaritmos decimales la base es 10 y por lo general se omite,
mientras que, para los logaritmos naturales o neperianos, la base es en nimero Euler e.

Ejemplo 46: Ecuaciones logaritmicas

a. Parak, e'% = 7. Aplicamos logaritmos a lado y lado de la igualdad

In.e% =1in,7

10kin, e =

In,7

Recordemos que el log,(10 = 1y In,e =1y se pueden omitir sus bases ya que se
entiende que si es [n, la base ey sies log, la base es 10.
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10k(1) = In7 10k(1) = In7
L =7 k ~0.1946
10

b. Resuelvalog,x=5

logyP =E Siy solo si bE=p

Entonces 2° = x, por lo que x = 32

C. 2X=3 — 8x+1
Para solucionar la ecuacién es conveniente convertir 8**1 en base 2, de la siguiente

forma
2X=3 = (23)**1 aplicando la propiedad de potencia de una potencia,

2x—3 = 23*¥+3 ahora, silas bases soniguales, los exponentes tienen que ser iguales
2 = 2 entonces x — 3 = 3x + 3. Despejando la x, nos queda:

x—3x=3+4+3 —2x=6
x=-3

Para que profundices en tus conocimientos, observa con detenimiento el video ©
Ecuaciones exponenciales - Ejercicio 3”7, en el cual se explica la solucion de una
ecuacion exponencial, paso a paso, tal como se hizo en los ejemplos anteriores.
(Rios G, 20158)

Si lo resolvemos aplicando logaritmos a ambos lados de la igualdad, nos quedaria

2x—3 _ 23x+3 log2*—3 = log23*+3
(x—3)-log2=3Bx+3)-log2 Si, log 2 = log 2, entonces
(x—=3)=03Bx+3) x—3=3x+3

—2x=6 x=-3

Para que profundices en tus conocimientos, observa con detenimiento el video ©
Ecuaciones exponenciales - Ejercicio 47, en el cual se explica la soluciéon de una



https://www.youtube.com/watch?v=_aZ10GXvUuM
https://www.youtube.com/watch?v=6ys1c3DIVNA
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ecuacion exponencial, paso a paso, que se soluciona con logaritmos, tal como se
hizo en los ejemplos anteriores. (Rios G, 2015)

d. Resolver a partir de la ecuacion equivalente

logyP =

E

Siy solo si bE=p

Si partimos de bf = P, y sacamos log, en cada lado de la igualdad, obtenemos

bE=Pp

E -log,b =log,P

Como E = log,P, podemos concluir que loggP =

log.bE = log,P

_logsP
~loggb

logaP

logab

SiP > 0,y siaybsonnumeros reales positivos diferentes
de 1, entonces:

Teorema: Cambio
de base log,P
log, P = logb
a
e. Resuelva la ecuacion
5x —_ 5—x
2
5¥—5%=6 1
5% — = = 6
(5%)2-1 (5%)2 -1 = 6(5%)
5—x =6
()=~ 6(5) ~1=0 . 0+ /CoI—4 M D
Es un trinomio de la forma ax2+ > = 5
bx + c, lo resolvemos por la formula
general
5X_6i\/36+4 Sx_eim
-2 T2
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_6+V22-10 Sx_6izm

X
> 2 2

5% =34++/10, se toma la raiz 3+ 5% =3++10
V10 porque (3—-+v10) <0y5* >0 Aplicamos logaritmo a cada lado de la

igualdad
log5* = log(3 +V10) x -log5 = log(3 +v10)
Aplicamos propiedades de Despejamos la x
logaritmos
log(3 ++/10) x ~ 1.13
- log5

f. Resuelva la ecuacion para x
In2+In(4x—1) =In(2x +5) In[2-(4x —1)] =In(x+5)
Observen el lado izquierdo de la Ahora, siln = In, entonces:
igualdad es una suma de logaritmos y [2-(4x —1)] = (2x + 5)
por propiedad, es el logaritmo del

producto
Resolvemos
8x—-2=2x+5 8x —2x=5+42
6x =7 ‘= 7
6
g. Resuelva para x
er — 3x—4
Como la base es e, utilizamos In en
ambos lados de la igualdad
Ine?* = [n3*¥—4 2x-lne=(x—4)-1n3
2x=(x—4)-1n3 2x = x -In3 — 4In3
2x —x-In3=-—41n3 x(2—-1n3) = —4In3
Sacamos factor comun x Despejamos x
41In3 x ~ —4.8752

=TT 2 m3)




INSTITUCION UNIVERSITARIA
@ PASCUAL BRAVO:

Vigilada Mineducacion

Codigo:
Version: 001
Pagina: 84 de 102

ALGEBRA

Ejemplo 47: Aplicaciones

a. Circuito eléctrico: Un diagrama de un circuito eléctrico N

sencillo formado por un resistor y un inductor se muestraen R
la siguiente figura. La corriente | en el tiempo t esta dada por
la férmula I = 20e~Rt/L_ donde R es la resistenciay L es la "
inductancia. De esta ecuacién despeje t. “'
AT
Solucion: L

[ = 20e~Rt/L

Despejaremos t aplicando logaritmos, pero [
antes pasamos el 20 a dividir 20

l([)_ Rtl
nZO =7 ne

— o—Rt/L

I
)= —Rt/L
In ( > 0) Ine

Sabemos que In.e =1

l(1>— Rt Rt_ l(l)
"0/ 7L L~ ™20

Despejamos t

b. Enfriamiento de un pastel: Se sacaun pastel del horno, cuya temperatura era de
350 °F, y selo coloca en una cocina donde la temperatura ambiente es de 75 °F.
Un minuto después, se mide la temperatura del pastel y resulta de 300 °F. Suponga
gue la temperatura del pastel en la cocina esta dada por la ley de Newton de
calentamiento/enfriamiento:

T(t) =T, + (Ty — Tpekt,k < 0.

e ;Cudl es la temperatura del pastel 6 minutos después?
e ¢ En cuanto tiempo la temperatura del pastel serade 80 °F?

Solucion:
e ;Cudl es la temperatura del pastel 6 minutos después?
Dado que:
Tp=350 °F Sabemos que la temperatura en un

minuto es:
Tp=75 °F




Codigo:
@ PASCUAL BRAVO. ALGEBRA Version: 001

Vigilada Mineducacion Pégina: 85 de 102

T(1) = 300 °F T(1) = 300 °F
Reemplazamos en

T(t) =T+ (TO - m)ekt

300 = 75 + (350 — 75)ek 300 — 75 = (350 — 75)ek
225 = (275)e* 225 _ ok
275

Simplificamos, ya que la fraccion es
divisible por 25

9 9
Lk ) k
11 ¢ n (11) Ine
Utilizamos logaritmos para
despejar la k en cada lado de la

igualdad

9 k =~ —0.2007
n(55) =t
"\11
Como conocemos el valor
aproximado de k y sabemos que:

T(t) = 75+ 275ekt, hallaremos T(6) = 75 + 2756 (-0.2007)
T(6)

T(6) =75 + 275e712042 T(6) ~ 157.5°F

e ¢ En cuanto tiempo la temperatura del pastel serade 80 °F?
Sabemos que:
T(t) =80°Fyk =—-0.2007

T(t) =75+ 275ekt 80 = 75 + 275e —0-2007¢
i — ¢—0.2007¢
80 — 75 = 275¢~0-2007¢ 275
Despejamos t, utilizando
logaritmos
In (i> = Ine—0-2007t In (i) = —0.2007¢t - Ine
55 55 '
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1
=t t = 19.97 seg
—0.2007

Con base en lo estudiado y guiandose con los ejemplos 44 al 47, proceda a
resolver los siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas para
gue confrontes tus resultados.

Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado y simplificar, si es posible

Ejercicio Respuesta Ejercicio Respuesta
2 4
7\2 14 x_z x_
1. (x7) x 2. (y_3) N
2 23\4 043 x3
3 (2a5b3)2 (3a3b2)3 108a19p12 4 (x=y2) " (xy®) A
. S "
5. VV64x2 23/x 6. YaZb Yap a23[b?
x 4/y.ZZ.2
7. Yx*y?z? 8.V (-3)* +3
xX.\/yz

Expresar en forma de logaritmos o potencias, segun el caso

9.lIn5=x e* =5 10.In(x +1) =2 e?=(x+1)
11.In(x—1) =4 et=(x-1) 12. Inel™ =5 e5 = elnx

3 3 _ 1 1
13.472 = 0.125 log, 0.125 = ) 14. e 2= = In = -2
15.eX =5 In5=x 16. e+ =05 In05=(x+1)
17.e05% = ¢ Int=0.5x 18. ("1 =4 In4=(x-1)

Solucionar para “x”

log7 >
=29 20. 8e%* =20 _n®)

x+2 — — _
19. 3 =7 X log3 X >
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Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado y simplificar, si es posible

3 —1n4

21.e372 =4 x=— 22, 21092(x+2) = 25 x =30
N _ 24. log(x +2)+ _
23. log,(25—x) =3 x=17 log(x—1)—1=0 x=3
_1_ _ _ 26. log(5x +1) = _ 301
25.logx =1—log(x —3) x=5 2+ log(2x — 3) X=1gc
27.y = 2_ _len(li—vl_yzb 28.e* +4e7* =5 x=Inl; In4
eX+e™X y
_ X —e—X _ + 2 _ eXt+e™* — + 2 _
29. y . x=1In (y +Vye+ 1) 30.y . x=1In (y +Vy 1)
32. log(x?+4) — > Mot
31. logvx = \[logx x = 10000 log(x +2) =2+ log(x — x=% |97
2)
33. logz(x— 4) = X =3 34. log(x —4) — =25
logs(—x +2) log(3x — 10) = log(1/x) ’
35. Inx? =In(12 — x) x=3 36. logs(4x — 5) = x=3

logs(2x + 1)
Aplicacién de ecuaciones exponencialesy logaritmicas
Ejercicio Respuesta

L, . . 1. Escala de Richter: Use la férmula de la escala de
1. Suponga que una poblacion esta creciendo

continuamente a razén de 4% por afio. Aproxime el
tiempo que toma una poblacion para duplicar sutamafio, | terremoto que tiene una intensidad de:

Richter R = logli para hallar la magnitud de un
0

es decir, su tiempo de duplicacién. Siusamos la a. 100 veces la de I, R/. 2

férmula del crecimiento g = qpe™ , sea q = 2q, b. 10.000 veces la de I, R/. 4
Respuesta: t = 17,3 afios 100.000 veces la de I, R/.5

3. Circuito eléctrico: Un diagrama de un circuito 4. Enfriamiento de un pastel: Se sacaun pastel del

eléctrico sencillo formado por un resistor y un inductor horno, cuya temperatura era de 350 °F, y selo colocaen
se muestra en la siguiente figura. La corriente | en el una cocina donde la temperatura ambiente es de 75 °F. Un
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Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado y simplificar, si es posible

tiempo t esta dada por la formula I = 20e~R/L, donde R |minuto después, se mide la temperatura del pastel y resulta

es la resistenciay L es la inductancia. De esta ecuacién de 300 °F. Suponga que la temperatura del pastel en la
despeje t. cocina estéa dada por la ley de Newton de

r calentamiento/enfriaamiento:

A
J_ ~ T(t) = Ty, + (Ty — T, )e ek < 0.
v | L I a. ¢Cudl es la temperatura del pastel 6 minutos
-‘- ‘ Ri.t=-¢In (2_0) después?
L b. ¢En cuanto tiempo la temperatura del pastel sera
de 80 °F?

Respuestas:

a. 157.5 °F (Se debe determinar inicialmente el valor
k)

t = 20 minutos

6. Aproximar la penetracién de luz en un océano: La ley
de Beer-Lambert expresa que la cantidad de luz | que
penetra a una profundidad de x metros en un océano esta
dada por I = Iyc*,donde 0 < c <1 el, esla cantidad de
luz en la superficie.

5. Interés compuesto (Valor Futuro=S): Supongamos & Despeje x en términos de logaritmos comunes.

que se depos.ltan ?1 000 en una cuenta de ahorros, b. Sic == , aproxime la profundidad a la que I = 0.011,.

cuya tasa de interés anual es 3%. Comparar el valor 47 -

futuro de este principal dentro de 10 afios, sabiendo que |(ESto determina la zona fotica donde puede tener lugar la
nt fotosintesis.)

S=P (1 + %) , Si se compone el interés mensualmente.

R/. $1 349.35. Respuestas:
1
a x= 4)_10«9(1_)
logc

=332m

x= log 4

7. Aproximar la penetraciéondeluz enun
océano:Nivel de colesterol en mujeres Estudios que
relacionan el nivel de colesterol de suero, con

8. Presién de aire: La presion de aire p(h) (en Ib/in2), a
una altitud de h pies sobre el nivel del mar, se puede
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Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado y simplificar, si es posible

enfermedades coronarias,sugieren que un factor de
riesgo es la razén entre x y la cantidad total C de
colesterol en la sangre y la cantidad H de colesterol
lipoproteinico de alta densidad en la sangre. Para una
muijer, el riesgo de vida R de tener un ataque cardiaco
se puede aproximar con la formula R = 2.07 Inx — 2.04.
Calcule R para una mujercon C =242 yC =178.

R/. 30.37%

7. Crecimiento demografico: Un alumno enfermo de
un virus de catarro regresaa un colegio aislado, de 2
000 estudiantes. La cantidad de estudiantes
infectados con catarro, t dias después del regreso
del alumno enfermo, se calcula con la funcion

. 2000
logistica P(t) = 131999008905

a. De acuerdo con este modelo, ¢ cuantos
estudiantes seran infectados por el catarro
después de 5 dias?

b. ¢Cuanto tiempo pasara para que la mitad de
la poblacion de estudiantes quede infectada?
c. ¢Cuantos alumnos indica el modelo que se
infectaran después de un tiempo muy
prolongado?
Respuestas:

a. 82 estudiantes
b. 8.53 dias

2000 estudiantes

aproximar con la formula p(h) = 14.7¢0-0000385h
¢Aproximadamente a

qué altitud h la presion del aire es:

a. 10 Ib/in2
b.
presién a nivel del mar es de 14.71b/in?

Respuestas:

a. 10006.81 pies

18003.82 pies

8. Pupila del ojo: Un modelo empirico, inventado por
DeGroot y Gebhard, relaciona el diametro d de la pupila,

en milimetros, con la luminancia B de la fuente luminosa

(expresada en mililamberts, mL):
logd = 0.8558 — 0.000401(8.1 + logB)3

La luminancia promedio del cielo

mL. Calcule el didmetro de pupila

correspondiente.

b. Laluminancia del Sol varia entre aproximadamente
B = 190000 mL en la aurora, hasta
B = 51000000 mLa mediodia. Calcule los diametros
correspondientes de pupila.

c. Calcule la luminancia B que corresponde a un diametro

de pupila de 7 mm.

Respuestas:

a. 2.46 mm
b. 0.79 mmy0.19 mm

7.73x107° mL

la mitad de suvalor al nivel del mar? Se sabe que la

claro es aproximadamente de B = 255 mL
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SEMANA 12
16 INECUACIONES

En la teoria del primer elemento de competencia, se definio las relaciones de orden como

“‘mayor que” y “menor que”, “mayor o igual que” y “menor o igual que” y vimos como
interpretarlas en la recta de los nUmeros reales.

En este elemento de competencia se resolveran sistemas de inecuaciones

16.1 Inecuaciones lineales
Para resolver inecuaciones lineales, se procede como en las ecuaciones pero se tiene en
cuenta que al multiplicar por -1, cambio el signo de la desigualdfad.

Observa el video “Desigualdades lineales - Ejercicio 1”, en el cual se explica el procesopara
solucionar inecuaciones lineales. (Rios G, 2014c)

Ejemplo 48: Inecuaciones lineales

a. Resolver la inecuacién

8x +4 <16 + 5x
Como se trata de despejar el valor de la x, las pasamos al lado izquierdo de la desigualad
8x —5x<16 —4
3x <12
Dividimos por 3y simplificamos
3x _12
3 3
x <4

(e
N |-
|
w
=
IA
N o

Como la x quedo negativa, es necesario multiplicar toda la desigualdad por menos
1y no olvidar cambiar el signo de la desigualdad
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(—1)-(—x£§)
x = —%

c. Resuelva la siguiente inecuacion simultanea
-7<2x+1<19
Como se trata de una inecuacion simultanea, se debe dejar la variable en medio de
las desigualdades, teniendo en cuenta pasar los términos a cada lado de las
desigualdades.
-7-1<2x+1-1<19-1
—-8<2x<18
Como el 2 estd multiplicando a la x, dividimos toda la desigualdad por 2
-8 _2x_18
2 2 2
—-4<x<9
Recordemos que el resultado lo podemos expresar en forma de desigualdad y en
forma de intervalo.
En forma de intervalo seria: [—4,9)

d -1<1-2x<3
-1-1<1-2x-1<3-1
—2<-2x<2
-1<—x<1
Comola x quedd negativa, se multiplica toda la desigualdad por -1
-D-(-1<—=x<1)
1>x>-1

I |
T 1T 1T 1T 1T 11 Observen el cambio del signo de la desigualdad
-1 ] 1

e. Ala sefiora Johnson se le pagan $15 000 al afio mas una comisién de 8% sobre sus
ventas.
¢ Qué ventas anuales corresponderian a un ingreso anual entre $23 000 y $27 000?

- 8
Solucion: Sea x = Ventas 'y 8% = -

Sabemos que le pagan $15 000 al afio mas una comision de 8%
Como el ingreso anual esta entre $23 000 y $27 000, se debe expresar de la
siguiente forma

8
2 <1 —x <27
3000 < 15000 + 100x < 27000
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Pasamos el 15000 a cada lado de la desigualdad, con signo contrario

8
23000 — 15000 < mx < 27000 — 15000

8
< —x <
8000 < To0* S 12000

.. 8 .- . . 100
Para eliminar el factor oo S€ debe multiplicar por suinverso, es decir; e

(100) 5000 < (100) 8 _ 1000 (100)
8 =\"g /100" = 8

100000 < x < 150000
Las ventas anuales deben estar entre $100000 y $150000, para que las ventas
estén entre $23000 y $27000

Simplificamos

16.2 Inecuaciones con valor absoluto
Para solucionar inecuaciones con valor absoluto, se deben tener en cuenta Ssus

propiedades.

le_{—x, x <0
“lx, x=0

Si a denota un numero real positivo, entonces
x| =a siysélosix=—-aox=0

Se resumen en la siguiente tabla

CASO MODELO SOLUCION
1 lal < b -b<a<b
2 lal < b —-b<a<b
3 lal > b a<-b Ua>b
4 lal = b a<-b Ua=b

Observa el video “Desigualdades con valor absoluto”, en el cual se explican los métodos
para solucionar inecuaciones con valor absoluto. (Rios G, 2017).

Ejemplo 49: Inecuaciones con valor absoluto

a [3x—-7|<1
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Es una inecuacion que corresponde al modelo del caso 1
-1<3x-7<1
-14+7<3x<1+47
6<3x<8

6___8
3°%%3

2 < <8
X S3

. .z . . 8
El conjunto solucion es el intervalo abierto (2, 5)

[3x — 6] <12
Es una inecuacién que corresponde al modelo del caso 2
—12<3x-6<12
-124+6<3x<12+6
—-6<3x<18
_6_ .18
37773
—2<x<6

El conjunto solucién es el intervalo cerrado [—2,6] @ ®

[3+x|>7
Es una inecuacién que corresponde al modelo del caso 3
3+x<-7 U3+x>7

x<—-3-7—-3Ux>7-3
x<—-10 Ux >4
El conjunto solucion es el intervalo abierto (—oo,—10) U (4, )

| | | |
! | ! |
-10 a
1
|4 —5x| >7

Es una inecuacién que corresponde al modelo del caso 4
1 1
4—5XS—7 U 4—5x27

1<74U 1>74
SX S SX2

! <-11 uU ! =3
SXS 52X =

i | (D ——
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—x< =22 U —x=>6
Multiplicamos por -1 ambas desigualdades
x=>22 U x<—6

El conjunto solucion es el intervalo abierto (—co, —6] U [22,0)

Visita la escena interactiva “Inecuaciones”, en la cual podras recordar lo visto hasta el
momento sobre solucién de inecuaciones racionales y cuadréticas.

16.3

Inecuaciones racionales

Son inecuaciones donde la variable hace parte del numerador y del denominador.

Para solucionar un sistema de inecuaciones racionales, se deben:

v

v

Se pasan todos los términos al lado izquierdo de la desigualdad y se realizan las
operaciones.

Factorizar el numerador y el denominador

Buscar los puntos criticos tanto del numerado como del denominar, igualando a cero
los factores obtenidos anteriormente.

Evaluar los puntos criticos en los intervalos anterior y posterior para determinar que
signo tienen los factores en cada intervalo

Determinar el conjunto solucion, de acuerdo al planteamiento de la inecuacion

Observa el video “Desigualdades racionales”, en el cual se explica el proceso para
solucionar inecuaciones racionales. (Rios G, 2012).

Ejemplo 50: Inecuaciones racionales

a.

+4
>3
x—2

—-3=0
xX—2 -

(x+4)—3-(x—2)20
x—2

x+4—-—3x+6

e
X —2

0

Se suman términos semejantes
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—2x + 10
—_— =
x —2

En este caso no se requiere factorizar

Puntos Criticos {

Numerador(N): —2x+10=0
Denominador(D): x—2=0

N: x=5
D: x=+42

Puntos Criticos{

+) (6D) (=)
L i [ (—l:) 1 . I
I A IT—\‘ [-|I—] A 1

Como se puede observar, los puntos criticos son el 2 para el denominador el 5 para

numerador.

Se debe analizar un valor anterior y posterior al valor critico para determinar susigno

Para el punto critico del denominador

Parax =1

—2x + 10
X —2

(-2 +10) _ (-1+10) _ (+9) _ ()

(H-2)

1-2 (1) (™

Solo nos interesa el signoy como el numerador es positivo (+) y el denominador es
negativo (—), el signoes (—) yaque (+) - (=) = (-)

) _

5=0

Si observamos, la inecuacion nos plantea los valores que hagan que la fraccion sea
> que ceroy dado que los nUmeros negativos son menores que cero, los intervalos
x < 2 no son solucién para la inecuacion.

Para x = 3, que es un punto que estd comprendido entre el 2y el 5

(23 +10)  (=6+10) (+4) (+)

(®-2)

B-2 1) &P
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Sélo nos interesa el signo y como el numerado es positivo (+) y el denominador es
negativo (+), el signo es (+) ya que (+) - (+) = (+)

(+)

=)

(+)
Como la inecuacion nos plantea los valores que hagan que la fraccion sea > que
ceroy dado que los nUmeros positivos son mayores gue cero, el intervalo 2 < x <
5 es solucion para la inecuacion.

De la misma forma se procede con los intervalos mayores que 5y se determina que
son negativos y por tanto no son solucion para la inecuacion.

El conjunto solucion es el intervalo (—2, 5], es abierto a la izquierda porque el 2 no
se puede incluir, ya que haria el denominador ceroy la division por cero es infinita.

1+2-2<0
x+1 X

Lo primero que se debe hacer es la suma de fraccionarios

1 2 2
-—<0
X

Elmcmesx-(x +1)

x-(x+D+2-x)—2-(x+1)
x-(x+1) <0

En inecuaciones, no podemos pasar el denominador a multiplicar el cero, cuando
este tenga variables (incégnitas), en este caso la x, ya que estariamos eliminando
una restriccion de la inecuacion.

Realizamos las operaciones indicadas, aplicando la propiedad distributiva y
teniendo en cuenta los cambios de signo.

X2+ x+2x—2x—2

x-(x+1) <0
Sumamos términos semejantes
x>+x—2
T GrD
Factorizamos
(x+2)-(x—1)<0

x-(x+1)




Codigo:
@ PASCUAL BRAVO. ALGEBRA Version: 001
Pagina: 97 de 102

Vigilada Mineducacion

Numerador(N): x +2=0yx—1=0

Puntos Crmcos{ Denominador(D): x =0y x+ 1
N:x=-2yx=1

Puntos CTlthOS{D: x=0yx=—1

(=)&) (+) () =)iz) (+):(=)
( =) (—)'(—)w +) (—)'(—)\/
G

El conjunto solucién es el intervalo

16.4 Inecuaciones cuadraticas
Son inecuaciones con presencia de trinomios de la forma x2 + bx+c¢ 0 que se

solucionan con la utilizacion de la formula general.

Observa el video “Desigualdades cuadraticas”, en el cual se explica el proceso para
solucionar inecuaciones cuadréticas. (Rios G, 2014b).

Ejemplo 51: Inecuaciones cuadraticas con radicales

Vax?2 —9x +2<2x+1

Lo primero que se tiene que identificar son las posibles restricciones que se
presenten en la inecuacion.
En este caso, obsérvese que la inecuacioén tiene que cumplir con 2 condiciones
v Que 4x?2-9x+2>=0 , ya que la /Nimerosnegativos=
Imaginarios (i) y
v QuevV4x?—9x +2<2x+1
Por lo que tenemos que solucionar las dos restricciones en forma independiente
y luego la solucion serala interseccion entre las dos soluciones.
Para la primerarestriccion: 4x2 —9x +2 > 0
e Lo primero es factorizar (4x —1) - (x —2) =0
e Yatenemos 2 factores, ahora lo que sigue es hallar los valores criticos,
igualando a cero y obtener la solucion.
e Valores Criticos: (4x—1)=0y(x—2) =0
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(=) (=) ()= (+)-(+)

GO &) W

3

. .. . 1
El conjunto solucion es el intervalo (_OO'Z] U [2, )

Para la primerarestriccion: vV4x? —9x +2 < 2x + 1

e Es necesario eliminar el radical, elevando al cuadrado cada lado de la
desigualdad

Vax2 —9x +2<2x +1
2
(\/4x2 “9x + 2) < (2x 4+ 1)2

En el lado izquierdo de la desigualdad, simplemente se saca del radical
y en el lado derecho es el cuadrado de un binomio.

4x%2 —9x +2 < 4x®>+4x +1

Llevamos la desigualdad a cero, pasando los términos del lado derecho

al izquierdo
42 —9x +2—4x?2—4x—-1<0
-13x+1<0
e Despejamos la x
—-13x < -1

Como la x quedd negativa, multiplicamos toda la desigualdad por menos
y cambiamos de signo

13x > 1

1
X713

H -z . 1
El conjunto solucion es el intervalo (E,oo)

La solucién total es la interseccion entre los resultados de las dos restricciones

(e
] [——
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. ., . 1 1
El conjunto solucion es el intervalo (E’Z] U[2,00)

Visita la escena interactiva “Inecuaciones Racionales”, en la cual podras recordar lo visto
hasta el momento sobre la solucion de inecuaciones racionales y cuadraticas.

Con base en lo estudiado y guiandose con los ejemplos 48 al 51, proceda a resolver los
siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas para que confrontes tus

resultados.

Ejercicio

7 <2x+1<19

x|l <4

Jx—=5<3

X2 —x—-6<0

Respuesta

—4<x<9-[-49)

—2<x<3-(-2, 3)

Ejercicio

6. |2x| > 7

8. |2x — 3| < 0.4

10.x2—-3x—-18<0

Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado

Respuesta

—o<x<16U 24<x<

. ' —

||||||
E TR T TR TR P, TR - B R R SR FRNET T

— (—00,16] U (24,00)

—o<x<-1Ul<x<?2

- (—o0,—1) U (1,2)

<x < 7U7< <
—o<x<—zU-<x<o
2 2

13 17 [13 17
—<x<— o |,
10 10 110°10

-3<x<6-[-36]



https://marcotuliomesa.me/REDAS/Inecuaciones_2.html

Codigo:
@ PASCUAL BRAVO. ALGEBRA Version: 001
Pagina: 100 de 102

Vigilada Mineducacion

Realizar las operaciones indicadas por el método adecuado

-1<x<4-(-1, 4) —o<x<-3Ub6<x<®
11.3x2 — 3x < 2x? —4 € ) 12. x?2>3(x +6)
| | | | | |
.1I ol 1I zl 3I 4| — (=00, —-3) U(6,00)
—4<x<8 - (—48) —6001 < x < —5999
x—2 © o
13. |—| <3 14. |x + 6] < 0.001 e i |
3 o o -6001 -5993
N R R
S - (—6001, —5999)
15. x3 —2x2 —-5x+6<0 | —,0o<x<-2U1<x<3 1 3 [ 3]
——<x<=>|-5,=
. 2 2 2
I o _JI _II n 1 _:I II ; 16 8 - |2X - 1| 2 6 172 KT
=
_|—

- (—00,16 — 2] U[1,3]

Bienvenidos a seguir ampliando los conocimientos adquiridos hasta el momento. En esta
oportunidad, les invito a poner en practica sus conocimientos sobre operaciones y
propiedades de las expresiones algebraicas, resolucion de problemas, simplificacion de
expresiones racionales y factorizacion.

Asi que, los invito a poner en practica todo lo aprendido y a resolver con éxito los
ejercicios propuestos en la “Guia de trabajo independiente UNIDAD 2 — ALGEBRA’.
iManos a la obra!
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