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SEMANA 13
TRIGONOMETRIA

La trigonometria es una subdivision de las matematicas encargada de calcular los
elementos de los diferentes triAngulos, estudiando la relacién entre sus angulos y sus lados.

Segun Zill, Dennis. (2012), “...Los rudimentos de la trigonometria se remontan al trabajo de
matematicos griegos, egipcios, indios, arabes y chinos. La palabra trigopnometria se deriva
de dos vocablos griegos: trigon, que significa triangulo, y metro, que significa medida. Por
tanto, el nombre trigonometria hace alusion a las diversas relaciones entre los angulos de

un triangulo y sus lados.”
Lado

1  ANGULOS terminal

se forma por dos semirrectas que tienen un extremo en comun llamado  vspice
vértice. Una de las semirrectas serd el lado inicial y la otra el lado terminal,
como se muestra en la figura.

Lado
. . . . o inicial
Cuando el angulo se ubica en el plano cartesiano y tiene como lado inicial el

eje positivo de las x, con vértice en el origen, se dice que el &ngulo esta en posicién normal

0 estandar. v
Los angulos se miden en grados o en radianes, con las siguientes
equivalencias. Lado
Viértice terminal
360° =21 —> 180° =7 W

Vi Lado
inicial

N
e

Ejemplo 1: Conversion de angulos

a. 210° aradianes b. %n a grados

T 21 7
2140 - _2a 7 3 180°
0 e = 18" 6" =135
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1.1 Angulos coterminales

Son aquellos angulos en posicién normal que tienen los mismos lados ya
terminales. Por ejemplo, los angulos 0°,0° 4+ 360°y 0° — 360°, los . Ny
cuales tienen las mismas razones trigpnométricas. / |
8+ 360°
I| |'/ .IIE '|I I 3
III II .I |I
\ '\.\ / ;l.
A
-3 S .
63607 /

1.2 Longitud de arco:
Es el recorrido a lo largo de la curva formada desde la parte final del
lado inicial de un angulo, hasta la parte final de su lado terminal.

VA GAN

1.3 Circulo Unitario
El circulo unitario se encuentra centrado en el origen, r=1. La

y
R

ecuacion de la circunferencia x* + y? = r? da origen a la ecuacion del _ x
W

circulo unitario, dado que r = 1, luego dicha ecuacién sera: x? + y? =
1.

Ejemplo 2: Puntos en el circulo unitario

a. Demuestre que el punto P (? , ?) pertenece al circulo unitario.

Las coordenadas de un punto en el plano cartesiano, estan determinadas por el par

ordenado P (x, y).
Para que el punto P (X, y), pertenezca al circulo unitario tiene que cumplir con la

ecuacion del circulo unitario x? + y? = 1, luego:
2 2

(5) +(5)
—) +(=) =1
3 3
2 2
(vV3) , (Vo) _
R
3 6
gtg=1
Observen que ha quedado una suma de fraccionarios homogéneos.

3+6_1
5 =
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0 - 1
5=
1=1
: . YERR .
Con el resultado anterior, podemos afirmar que el punto P (? , ?), pertenece al circulo

unitario.

b. El punto P (x, %) pertenece al circulo unitario, encuentre la coordenada faltante.

2

s

1
2 —=1
| x+4
Despejamos la X,
2 1 1
xt=1-=
4 1
2 _~_ =
X 14
2 _2
Ty
S
R
x=x—
V4
¥=E5

Nota: El signo + indica la existencia de dos puntos que pertenecen al circulo unitario,

P, (g , %) ubicado en el primer (I) cuadrante y que el punto P, (—g , %) ubicado en el

segundo (ll) cuadrante.

Antes de estudiar lo que son angulos complementarios y suplementarios, visita la escena
interactiva de la pagina 353 del libro interactivo “Matematicas Operativas”, para que
interacties, moviendo el deslizador para cada tipo de angulos y establezcas la diferencia
entre ellos.

1.4 Angulos Complementarios
Son aquellos que sumados son iguales al valor del angulo de 90, es decir; el angulo
complementario de 307, sera el de 60°, dado que: 90° — 30° = 60°

Angulo COMPLEMENTARIO =90° — 0
Por lo tanto, los angulos internos de cualquier triangulo suman 180°.

Ejemplo 3: Hallar los angulos complementarios de 17°,27°,53°,78°



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/GeoGebra6/geogebra31.html
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Angulo COMPLEMENTARIO de 17° = 90° — 17° = 73°
Angulo COMPLEMENTARIO de 27° = 90° — 27° = 63°
Angulo COMPLEMENTARIO de 53° = 90° — 53° = 37°
Angulo COMPLEMENTARIO de 78° = 90° — 78° = 12°

oo op

1.5 Angulos Suplementarios
Son aquellos que sumados son iguales al angulo llano (180°) , es decir; el &ngulo
suplementario de 1359, sera el de 45°, dado que: 180° — 135 = 45

Angulo SUPLEMENTARIO = 180° — 6

Ejemplo 4: Hallar los angulos suplementarios de 30°,78°,120°,135°

Angulo SUPLEMENTARIO de 30° = 180° — 30° = 150°
Angulo SUPLEMENTARIO de 78° = 180° — 78° = 102°
Angulo SUPLEMENTARIO de 120° = 180° — 120° = 60°
Angulo SUPLEMENTARIO de 135° = 180° — 135° = 45°

coow

Visita la escena interactiva de la pagina 353 del libro interactivo “Mateméaticas Operativas”,
para que interactles, moviendo el deslizador para cada tipo de angulo y establece la
diferencia entre ellos. Comprueba las respuestas presentadas en los literales a, b, ¢, y d de
los ejemplos 3y 4.

Observa detenidamente el video “Anqulos complementarios y suplementarios”, en el cual
se explica como se obtienen los angulos complementarios y suplementarios. (Martin R,
2013)

1.6 Angulos de ELEVACION y DEPRESION

Angulo de ELEVACION: Es el angulo desde la horizontal hacia un objeto que esta en la

parte de superior del observador.
Linea horizontal

fngulo de DEPRESION G

Angulos de ELEVACION C

Linea horizontal

Angulo de DEPRESION: Es el angulo desde la horizontal hacia un objeto que esta en la
parte de inferior del observador.

Visita la escena interactiva de la pagina 354 del libro interactivo “Mateméticas Operativas”,
para que observes lo que es un angulo de depresion.



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/GeoGebra6/geogebra31.html
https://www.youtube.com/watch?v=J3k7Qdv3Ylg
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/Trigonometr%C3%ADa(2019)/c1p9_escena1.html
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2 TEOREMA DE PITAGORAS

Establece que, en todo triangulo rectangulo, la Hipotenusa (H) al H o
cuadrado esa igual a la suma de los cuadrados de sus lados (Opuesto

y Adyacente). Para recordar, la Hipotenusa (H), es el lado del

triangulo ubicado al frente (opuesto) al angulo recto ( 90°).

Siendo asi, H? = C0? + CA? . ca

Ejemplo 5: Teorema de Pitagoras

En la escena interactiva de la pagina 356 del libro interactivo “Mateméaticas Operativas”,
podras analizar la definicion del teorema de Pitagoras, desplazando el ponto "A", en
direccion vertical o el punto "C" en direccion horizontal, observando el comportamiento de
las areas de los poligonos que rodean el triangulo rectangulo y la definicién propia del
teorema.

a. Hallar el lado opuesta “y”, del tridngulo rectangulo cuyo lado adyacente es V3 y la
hipotenusa es 2.

Lo primero que se debe hacer es construir el dibujo de lo que se plantea en el
ejercicio.
Por el teorema de Pitdgoras H? = C0? + CA?, luego:

b. Hallar la hipotenusa “H”, del triangulo rectangulo cuyo lado opuesto 1 y el adyacente
es 1.

Por el teorema de Pitdgoras H? = C0? + CA?, luego:

H? =172 + 17
1 H2=1+1

H? =2

H=+V2

1

c. Hallar el lado adyacente “X”, del triangulo rectangulo cuyo lado opuesto 3 y la
hipotenusa es 5.



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/GeoGebra6/geogebra32.html
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25

52 = 32 + X2
25 =9 + X2
—9 = X2
X =+V16
X =+4

Por el teorema de Pitdgoras H? = C0? + CA?, luego:

Con base en lo estudiado, con lo que observaste en el video “Angulos complementarios y
suplementarios”, asi como lo analizado en las escenas interactivas del “Discurso de
trigonometria”, y guiandose con los ejemplos 1 al 5, proceda a resolver los siguientes
ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas para que confrontes tus resultados.

Demuestre que los puntos pertenecen al circulo unitario, halle las coordenadas faltantes o
complete los triangulos rectangulos

=

w

7.

9.
I

Ejercicio
G-3)
G 3)
-
P(-2, ), cuadrante Il

P( ,—§ ) Cuadrante

11.

Respuesta

Pertenece

Ejercicio
2 (-5 1)
(52
AC)
8.P( ,—— ), Cuadrante

\Y
10. P (g ) Cuadrante |

12.

co=?

Respuesta
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Demuestre que los puntos pertenecen al circulo unitario, halle las coordenadas faltantes o
complete los triangulos rectangulos

13. 14.

V2 co =1 H=5
co=? 3
1
15. 16.
5 3 CA = 4 2 ) co =43
P co=?

3 RAZONES TRIGONOMETRICAS

Se definen cominmente como el cociente entre los lados del triangulo o el cociente entre
sus lados y la hipotenusa, asociados al angulo que forman, la relacion existente se muestra
en la siguiente imagen.

Visita la escena interactiva “Ubicando los lados de un triangulo rectangulo” del libro
interactivo “Matematicas Operativas”, en la cual podrés interactuar y familiarizarte con los
lados de los triangulos rectangulos, dependiendo del &ngulo agudo que elijas.

S=C4T-

Observa el video “Razones trigonométricas en un triangulo rectangulo”, en el cual se
explica la razon existente entre los angulos y los lados de un triangulo rectangulos, asi
como el teorema de Pitagoras. (Ortega L, 2014)

Las razones trigopnométricas del angulo 6 en un triangulo rectangulo son:

S B—CO C H—H
en = sc =70



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/GeoGebra6/geogebra34.html
https://www.youtube.com/watch?v=ulrqfi20Czs
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Cos 6 =4 Sec =1
oS —H ec _CA
Tang = 2 cotg =24
e =4p Y=o

Otra forma de recordarlo, es utilizando la sigla SOCATOA:

En la cual:

S =3S8enb6

C=Cos 6 S>C=T-
T=Tan@ H H A
0 = Cateto Opuesto (op)

A = Cateto Adyacente (ady)

H = Hipotenusa (hip)

Teniendo en cuenta la definicién del circulo unitario r = 1 y analizando su grafica con
relacién a la definicién de las razones trigopnométricas del cuadro anterior, podemos concluir

que:
y_y
Senf =====
r 1 y
Cosd X X
x 0S = ==X
—1 r 1 _ _
Por lo que podemos concluir que siempre gque se hable de
la funcién Seno, la relacionamos con las “y” y cuando se
hable de la funcién Coseno, la relacionamos con las “x”.
-1 Si calculamos la funcién trigonométrica de la tangente,
obtenemos: Tan6 :§ , por lo que podemos concluir que
Send
Tan 6 = ——
Cosf

3.1 Razones trigonométricas de angulos cuadrantales

Son aquellos dngulos que su lado terminal coincide con los ejes coordenados. Recordemos
gue un par ordenado tiene componentes en los ejes x e y (X, y), Yy que los angulos
cuadrantales son 0°,90°,180°,270°,360° asi como todos los que se formen sobre los ejes
al girar n-vueltas.

Visita la escena interactiva “Circulo unitario” de la pagina 364 del libro interactivo
“Matematicas Operativas” y utiliza las teclas de desplazamiento “izquierda o derecha”, para
que ubiques los angulos cuadrantales de 0°,90°,180°,270°,360° y observa que coinciden
con las coordenadas del punto P(x,y) de cada angulo.



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/GeoGebra6/geogebra40.html
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y

T
Razén Vr. Razén Vr. 907, 5
trigonométrica trigonométrica x=Cos @
1/(0,1) ¥Y¥=FSen#
Sen 0° = 0 Csc0° = o0 Ve N
Cos 0° = 1 [ Secoo= 1 1eoem (-10)] \19) 003600 2n
=1| 51 :
Tan 0° = 0 Cot 0° = 0o \
. —1(0,-1)
Las funciones Csc 0° y Cot 09, son .
o , dado que Csc 0° = ——y Cot 0° = —— por lo .3
Sen 0° Tan 0°

que la divisién por cero infinito.

Nota: Como actividad de trabajo individual, pueden calcular las funciones trigonométricas

de los demas angulos cuadrantales.

3.2 Signos de las razones trigonométricas

Siempre que se hable de Coseno, pensamos en la coordenada (abscisa) X, ya que x =
Cos6O y cuando se hable de Seno, se piensa en la coordenada (ordenada) y, debido a que

y = Senf.

© 1;’ Teniendo en c_uenta_ Io_anteriorl, _podemos tomar
T como referencia la siguiente grafica, ya que la “x”
/’ \\ 7 :yczoif’em y la “y” son positivas (+) en el primer cuadrante,
/SENtimos | Topos \ |/ f por tanto, las funciones trigopnométricas de todos
(71J0)|-"‘ (+) (+) (10) los é&ngulos que se ’encuentren en este

1)\ I cuadrante, también lo seran.
\TANtas | cOSas / Asi mismo, en el segundo cuadrante sélo el eje
{33 (+) “y”, es positivo (+) y como ya se dijo, la “y =
o - Sen@", por tanta la funcion Senf, es la Unica

positiva, las deméas son negativas.

De la misma manera se puede analizar los signos de las funciones trigonométricas en el
tercer y cuarto cuadrante, sien do la tangente positiva (+) en el tercer (Ill) cuadrante y el

coseno positivo (+) en el cuarto (1V).

Ejemplo 6: Hallar el Seno, Coseno y Tangente para los siguientes angulos

a. 30°
b. 135°
c. 240°
d. 330°
Solucién:

a. Observa que el angulo de 30°, se encuentra en el primer (I) cuadrante.
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Segun lo visto en el titulo anterior, en el primer cuadrante

y TODAS las funciones trigpnométricas son positivas (+)
------------------ : ,_Co 1
SENtimos | - ; Sen30® =—-=25=05
i1
(+) . ; A 3
30°) i x o CA N3
v/g Cos30° = T 0.866

TANtas COSas

(+) (+) ,_CO 1 Sen30° 05

Tan30° = —=—=———=—+-=0.577
an CA~— V3 Co0s30° 086

b. Observa que el &ngulo de 135°, se encuentra en el segundo (II) cuadrante, por lo
que soélo la funcién Seno es positiva (+), las demas son negativas.

sen1350 =2 = L — 0707
. en == ——-= .
) H 2
_____________ Cos135° =2 -1 _ 0707
0s =0 ===\
\yz | Topos Ho V2
1 —(+)

35\ X o iaee GO _ 1 _Seml3s® 0707 _
1 LSS = A T 217 Cos135°  —0707

TANtas COSas
(+) (+)

c. Observa que el angulo de 240°, se encuentra en el tercer (lll) cuadrante, por lo que
sélo la funcion Tangente es positiva (+), las demas son negativas.

:}J'
co —V3
Sen240° = =5 = —0.866
SENtimos TODOS Cos240° cA -1 05
. + 0S = —=—= —0.
(+) f340‘\£ ) H 2
, { x CO —VJ3 Senl35° —0.866
1\ Tan240° = — = = = =1.732

g cos CA -1 Cos135° —0.5
3 2 as

(+)
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d. Observa que el angulo de 330°, se encuentra en el cuarto (VI) cuadrante, por lo que
s6lo la funcién Coseno es positiva (+), las demas son negativas.

}T 1
Sen330° =—=7= —-0.5
SENtimos Cosa300 = CA V3 o6
(+:| oS = H = > = U.

0 enasge L CO_T1_Sem13s 05
T T CAT V3 Cos13s° 0866

3.3 Angulo de referencia

Es el angulo agudo que representa un angulo de cualquier medida, con los signos del
cuadrante correspondiente.

El ejemplo 4, en los literales a, b, ¢ y d nos hace pensar en un angulo de referencia, es
decir; encontrar un angulo equivalente en el primer cuadrante, para angulos en el Il, lll y IV
cuadrante.

Para el literal b, del ejemplo 4 el angulo de referencia seria:

Nota: Se recomienda que se tome como referente el angulo que se forme con el eje de las
abscisas (x).

En la escena interactiva "Angulos equivalentes y signos de las razones trigonométricas", de
la pagina 366 del libro interactivo “Matematicas Operativas”, podras encontrar los angulos
equivalentes para los angulos agudos que ingreses en la casilla de entrada a.

Ejemplo 7: Hallar los angulos de referencia de 135°, 240° y 330°

a. 135° esta en el segundo cuadrante, lo que quiere decir que se toma como referente
el angulo llano (180°)

180° — 135° = 45°, angulo de referencia para el primer (1) cuadrante es 45°, significa
que las funciones trigpnométricas de 135° son las mismas del angulo de 45°, pero
con los signos del segundo (II) cuadrante.

b. 240° esta en el tercer (lll) cuadrante, observa que esta después del angulo llano
(180°), por lo tanto, para hallar el &ngulo de referencia para el primer (I) cuadrante,
se le debe restar (180°) al angulo dado.

240° — 180° = 60°
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c. 330° esta en el tercer (IV) cuadrante, observa que esta antes del angulo de 360°,
por lo tanto, para hallar el angulo de referencia para el primer (I) cuadrante, se le

debe restar a 360° al angulo dado.

360° —330° = 30°

NOTA: No pueden olvidar que se buscan las razones trigonométricas del angulo de
referencia, pero con los signos del cuadrante al que corresponde al angulo que

dieron inicialmente.

3.4 Razones trigonométricas de angulos notables

Angulo Seno Coseno
0° Vo V4
2 2
300 Vi V3
2 2
450 V2 V2
2 2
60° V3 Vi
2 2
90° E ﬁ
2 2

En la escena interactiva de la pagina 373 del libro interactivo de “Matematicas Operativas”,
podras aprender a calcular las razones trigonométricas de los angulos notables "“con la
mano", numera los dedos desde el dedo mefiique, iniciando en cero, hasta el dedo pulgar
que seria el 4 y representa 90°. Interactia, desplazando el deslizador a la izquierda o

derecha (puedes utilizar las teclas de desplazamiento “izquierda o derecha”).

La escena interactiva “Tour trigonométrico”, te permitira hacer un recorrido por las graficas

del seno, coseno y tangente y encontraras las razones trigonométricas de los angulos
cuadrantales y los angulos notables. (Phet.colorado.edu, 2019)

Ejemplo 8: Usando las razones trigonométricas, hallar los angulos internos (en el primer

cuadrante) de los triangulos del ejemplo 3.



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/GeoGebra6/geogebra39.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/PHET/trig-tour_es.html
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a. Recordemos que la hipotenusa “y” encontrado en el ejemplo, era y=1, en el primer
(I) cuadrante.

Dado que se conocen todos los lados del triangulo rectangulo
(H, CA y CO), puedes utilizar una de las 6 funciones
trigonométricas (se recomienda Seno, Coseno o Tangente).
Para este ejemplo en particular se utilizaran las tres para que
lo puedas comprobar y practicar lo aprendido.

co 1
Sena=—=5=0.5

H
Ahora: a = Sen~1(0.5) = 30°
CA 3
C =—=—=10.866
0sa = - = —

a = Cos~1(0.866) = 30°
co_1._ 0.577
CA V3

a =Tan"1(0.577) = 30°

Tana =

Para hallar el angulo 8, puedes utilizar las funciones trigopnométricas o para mayor facilidad
hacer uso de los angulos complementarios. Recuerda que:

Angulo COMPLEMENTARIO =90° — 0
B =90° —30° = 60°.

b. Para este ejemplo sélo se utilizard la funciébn Sen6 y por medio angulos
complementarios se hallara el valor del &ngulo «.

Sen6 co_1 0.707
enf =—=—=0.
H V2

0 = Sen~1(0.707) = 45°

1

a = 90° — 45° = 45°
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Sena =2=2-06
H 5

, 0 =Sen™1(0.6) = 36.87°

a =90° — 36.87° = 53.130°

Ejemplo 9: Una persona vive en un apartamento en un segundo piso y olvida las llaves, si
la altura del piso de la base del edificio a la ventana es de 3 metros y se ubica a una distancia
de 4 metros de la base, formando un &ngulo de 36.87° de elevacion, ¢,cuanto debe medir la
escalera para poder subir por las llaves?

Solucioén:

Para solucionar ejercicios de este tipo, puedes utilizar el teorema de Pitagoras o las
funciones trigopnométricas.
Por Pitagoras: H? = C0? + CA?
H? = 3%+ 42
H?=9+16
H? =25
H=+V25
H=4+5
Para efectos de la respuesta, soélo es vélida la respuesta positiva (+)

Por funciones trigonométricas: Podemos utilizar alguna de las funciones trigonométricas

que involucren la hipotenusa (H).
3

Sen (36.87°) = co
en . = H H

3
Sen (36.87°) = i
(H)Sen (36.87°) =3
b 3
~ Sen (36.87°)
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H_3
T 0.6
H=5

Ejemplo 10: Una persona de aproximadamente /3 metros de estatura, mira la parte
superior de un edificio, con un angulo de elevacion de 30° y si se acerca 8 metros a la base
del edificio y mira la parte superior de una bandera que se encuentra sobre el edificio, el
angulo de elevacion sera de 60°. Si se sabe que la asta de la bandera mide 8v3 metros,
Determinar:

a. La distancia inicial entre la personay la base del edificio. R/. 24 metros.

b. La altura del edificio. R/. 9+/3 metros

Solucién: Lo primero y bien importante, es hacer
una grafica de lo que nos estan planteando.

Se deben plantear ecuaciones gue involucren los
lados que nos estan pidiendo, por lo que la mas
conveniente es la Tan 30° y Tan 60°

H
Tan 30° = < D

H+8V3
x—8

Tan 60° = 2

Ahora reemplazamos los valores que se puedan,
por el momento la tangente de los angulos. Se

recomienda dejar los valores indicados.
1
V3
ecuacion (1) y (2).

= % (1), despejamos la “x” o la “H”. En este ejemplo es mas facil despejar la “x” en la

x=vV3H (1)

V3 H+8V3
T %8s @

x—8=H+T§\/§ (2)

_H+8V3

73 +8 (2)

X
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Ahora podemos igualar la “x” de la ecuacién (1) y (2)

_H+8\/§+
NG

3H =H+8V3+ 8/3

V3H 8

2H = 16V3
H=8V3
Conociendo la “H”, podemos encontrar la “x”, reemplazando en la ecuacién (1) o (2)
x=vV3H (1)
x = \/5(8\/5)
x =24

La altura total del edificio es igual a la suma de la estatura de la persona, mas la “H”
encontrada.

Altura Edificio = V3 +8V3
Altura Edificio = 93
El video “Problema 3 de trigonometria en triangulos rectangulos”, te servira para facilitar el

entendimiento de la aplicacién de las razones trigopnométricas en la solucién de problemas
en contexto. (Rios G, 2012c)

Con base en lo estudiado y guiandose con los ejemplos 6 al 10, proceda a resolver los
siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas para que confrontes tus
resultados.

Utiliza el método adecuado para resolver los siguientes ejercicios

Ejercicio Respuesta Ejercicio Respuesta
=5
B = 30° x
1 Senp,Cosf 1 2. 6~37°
Senf = = Sen8,CosO,Tanf,Cotd,SecH,
2 Senf = 3/5



https://www.youtube.com/watch?v=wLICfPqRlhM
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Utiliza el método adecuado para resolver los siguientes ejercicios

Ejercicio

3.
C,o,Sena,Cosa,Tana

. 0 e
A

-
“d= 200 m

Respuesta Ejercicio
V3
CosfB =—
2 3 4
5(
C=+v3
o= 60° 4.Cy,Cy,D,0,B,0
Sena = \/5/2
Cosa = 1/2
Tana =3
6 .a,C
x = 187.7
a = 45°
B = 40°
c = 245
8. 6,ady
hip = 17
P 7
0 = 28° , -

Respuesta
Cos O = 4/5
Tan6 = 3/4
SecO = 5/4
CSCQ = 5/3
Cl = 1
CZ =1
D=3
a = 60°
6 = 30°
a = 60°
c=1
0 =16.6
ady = 3V5
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Utiliza el método adecuado para resolver los siguientes ejercicios

Ejercicio Respuesta Ejercicio Respuesta
9.6 10. 6
0.4/?\ 0 =19.47 0 = 45°
o7
1.2
Ejercicio Respuesta Ejercicio Respuesta
11.Movimiento armonico: El 12. Ritmos cardiacos: La presién sanguinea del

desplazamiento desde el equilibrio de una
masaoscilante unida a un resorte es y(t) =
4Cos3nt, donde “y” se mide en pulgadas y
“t” en segundos. Calcule el desplazamiento

en los tiempos indicados en la tabla.

hombre varia a lo largo del dia. En una cierta
persona, la presién sanguinea diastélica en
reposo en el tiempo t se obtiene mediante B(t) =

80 + 7Sen(7f—;), donde t se mide en horas a partir
de la media noche y B(t) en milimetros de

t | o) mercurio (mmHg). Calcule la presion sanguimea
0 diastolica de esa persona.
e s a. alas 6:00 am
=1 Il = = By =9 b. alas 10;30 am
1.25 y<0 c. al medio dia

R/ d. alas 8:00 pm
. (1) Respuestas:
000 400 a. B(6) =87 mmHg
0,25 -2,83
050 0,00 b. B(10:30) = 82.68 mmHg
075 283 c. B(12) =80 mmHg
o d. B(20) = 73.94 mmH
1,25 2,83 : = /3.4 mmig

13. Circuito eléctrico: Después de que se

cierra el interruptor en el circuito mostrado,

la corriente t segundos mas tarde es I(t) =

0.8 e~3tSen(10t). Calcule la corriente en los
tiempos:

a.t=0.1s
b.t=05s

14. Un topégrafo observa que en un punto A,
situado al nivel del suelo a una distancia de 25.0
pies de la base B de un asta de bandera, el
angulo entre el suelo y el extremo superior del
poste es de 30°. Calcule la altura h del poste al
décimo de pie mas cercano.
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Utiliza el método adecuado para resolver los siguientes ejercicios

Ejercicio Respuesta Ejercicio Respuesta

L

R=6X10°0N
l C =917 uf
E=48 X 10°V

mEnm—o{j

10%h

|
|
[ 1 |

25
Respuesta: RI. 3 3

a. 0.0103

0.0155

16. Determinar la distancia y la altura de un
15. Calcular la altura de una antena de radio castillo que se encuentra situado en la orilla

si su sombra mide 100 m cuando los rayos opuesta de un rio, sabiendo que la torre mas alta
del Sol forman un angulo de 30° con la del mismo se ve desde nuestra orilla bajo un
horizontal angulo de 60° y alejandonos 100 m del rio el

angulo es de 30°.

R/. Distancia =150 m
R/. 57.74 m.

Altura = 50v/3 m

17. Desde un cierto punto del terreno se
mira a lo alto de una montafa y la visual
forma un angulo de 60° con el suelo. Al
alejarse 200 m de la montafia, la visual
forma 30° con el suelo. Halla la altura, h, de
la montafa.

18.Desde un barco se ve el punto mas alto de un
acantilado con un angulo de 45°. Sabiendo que la
altura del acantilado es de 200 m, ¢a qué
distancia se encuentra el barco del pie del
acantilado?

R/. Distancia =300m R/. Distancia =200m

Altura = 100v/3 m

19. Una persona de aproximadamente /3
mts de altura, observa la parte superios de
un edificio, con un angulo de elevacion de

20. El piloto de un avion que vuela a 2000 m de
altura divisa la ciudad de destino con un angulo
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Utiliza el método adecuado para resolver los siguientes ejercicios

Ejercicio Respuesta Ejercicio Respuesta
309, si se acerca 8 mts hacia su base, el de depresién de 15°. A qué distancia esta esa
angulo de elevacioén sera de 60°. Calcular la ciudad?.
distancia inicial hasta la base del edificio y
Su respectiva alatura. ‘1“5"‘;

S~ 15

R/. Distancia =12m 2000 m

Altura=5v3 m

R/. Distancia =7464.10 m

4 TRIANGULOS OBLICUANGULOS

Son aquellos triangulos en los que ninguno de sus angulos es recto, por lo que no se pueden
resolver utilizando las identidades Pitagoricas y las identidades trigonométricas.

Para la solucion de triangulos oblicuangulos en ejercicios propuestos en este contexto, se
debe hacer uso de la Ley del seno y de la Ley del Coseno.

Observa el video “Ley de Seno y Coseno | Ejemplo 1 | Solucionar el triangulo”, en el cual
se explica la un ejemplo donde se puede aplicar la ley del seno y la ley del coseno. (Profe,
2017)

4.1 Leydel seno
Esta ley, establece la relacion existente entre un angulo determinado y su lado opuesto.
a b c

Sena Senfs ~ Senf

Como los angulos a, 8 y 6, no son rectos; es necesarios tratar de
obtener angulos rectos en el triangulo ABC

Par ello, se trazara una linea imaginaria desde la mitad del lado b
hasta el vértice B.



https://www.youtube.com/watch?v=SbFetGnLdr8
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Ahora,
Sena = % despejandoy, ¢ Sena =y

Sen = % despenadoy, a-Sen 6 =y

Igualamos
a-Senf =c-Sena

Lo que equivale a:
a C

Sena - Sen 6

Lo que es igual a tener:

Sen a _Sen@

a c

Asi mismo se puede hallar para el lado b y el &ngulo g8 , donde se puede concluir que:

a b
Sena Senf  Sen@

Lo que equivale a:

Sena Senf Sen®
a b

4.2 Ley del Coseno

En la escena interactiva “Ejercicios propuestos ley del seno” de la pagina 392 del libro
interactivo “Matematicas Operativas”, podras variar los angulos y los lados del triangulo
rectdngulo para que observes la distancia recorrida por un ciclista en la medida que se
cambie el angulo y los lados.

Establece la relacion entre los lados que conforman al angulo y su lado opuesto.

a® = b? + ¢? — 2bc Cosa
1. {b? =a? + c? — 2ac Cosp
c? = a? + b? — 2ab Cosh

Por Pitagoras,
c2=x2+y%2 (1
a?=y2+(b-x)? (2)

Resolviendo el cuadrado de una diferencia en (b — x)? en
(2) , no queda:



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/GeoGebra6/geogebra41.html
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a? = y? + b% — 2bx + x?
a’? = x? +y% + b% — 2bx

De la ecuacion (1), ¢? = x? + y? y reemplazamos
a’? = x? +y% + b% — 2bx
a’ = b? + ¢% — 2bx
Ahora, Cos a =
Despejando la X, ¢ - Cos @ = x y reemplazamos la x en la ecuacion anterior:

QR

a? =b%?+c%2—2bc-Cosa

Observen que:

El lado opuesto al angulo «, es “a”y lo conforman los lados by ¢

El lado opuesto al angulo 6, es “c”y lo conforman los lados a 'y b

El lado opuesto al angulo 8, es “b”y lo conforman los lados ay ¢

Si queremos hallar b, observen que los lados que conforman el angulo 3, son ay c. Por lo
tanto:

b? = a? + c? — 2ac - Cosp

Si queremos hallar c, observen que los lados que conforman el angulo 6, son ay b. Por lo
tanto:
c? =a?+ b%?—2ab - CosH

Ejemplo 11: Ley del Seno y del Coseno

a. Un obrero debe subir y bajar con una carretilla por una rampa que tiene una
inclinacion al subir de 30° y al bajar de 37°. Si se sabe que la base de la rampa
mide 30 metros, Calcular el recorrido total del obrero.

Solucion:
Hacer una grafica del problema
Lo primero es recordar que los angulos
internos de un triangulo, suman 180°,
por lo que

6 =180"—30" —37

6 =113

+ 30 »

Sabiendo que 8 = 113°, se procede aplicar la ley del Seno.

30 _ a
Sen113°  Sen37°

Despejamos a:
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_ 30Sen37"
= Sen113
a=19.6
Ahora:
30 b

Sen113°  Sen30°

Despejamos b:
_ 30Sen30°

~ Senl13’

b =163

El recorrido total seré:
Recorrido =a+ b

Recorrido = 19.6 + 16.3
Recorrido = 35.9

b. En un momento determinado cuando un avion vol6 sobre un camino recto que une
a dos ciudades pequenfas, los angulos de depresion de ambas fueron de 10.2° y
8.7°.

Determine:
e Las distancias rectas desde el avién a cada una de las ciudades en ese
momento si la separacién entre ambas es de 8.45 Km.
e La altura del avion.

6 =180"—10.2"—8.7°

6 =161.1

Sabiendo que 8 = 161.1°, se procede aplicar la ley del Seno.

8.5 _ a
Sen161.1°  Sen8.7°

Despejamos a:
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_ (8.5)Sen8.7°
~ Senl61.1°

La distancia a una de las ciudades es:
a = 3.97
Ahora;

85 b
Sen161.1° Senl10.2°

Despejamos b:

_ (8.5)Sen10.2°
~ Senl61.1°

La distancia a la otra ciudad es:

b = 4.65

Para hallar la altura (h) del avién, podemos utilizar las funciones trigonométricas

S 87°—h
eno. —b
Sen8.7" = -
eno. _4.65

h = (4.65)Sen8.7°
h = (4.65)Sen8.7°

h =0,70 Km

c. Dos ciclistas parten simultdneamente de un mismo punto en distintas direcciones,

con una velocidad constante.

El ciclista A, parte en direccién noreste a una velocidad de 50 Km/h
El ciclista B, parte en direccién sureste a una velocidad de 40Km/H

Si se sabe que el angulo que los separa es de 60°, al cabo de 2.5 hora que

distancia los separa.
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Solucién:

o Luego de tener la grafica de los que nos plantean

%~  enelejercicio, es importante analizar los datos.
/ El ciclista “A” parte a una velocidad constante de

50 Km/h, quiere decir que en 2.5 horas a recorrido

/P=? 125 Km (50 x 2.5).

G

()

El ciclista “B” parte a una velocidad constante de
40 Km/h, quiere decir que en 2.5 horas a recorrido

100 Km (40 x 2.5).

Como se solicita la distancia entre los ciclistas al
cabo de 2.5, con un angulo de separacién de 60°,
es necesario aplicar la ley del coseno.

a? =b%?+c%?—2bc-Cosa

Reemplazamos los datos que se indican en la grafica.

Simplificamos

D? =125% + 1002 — 2(125)(100) - Cos 60°

1
D? = 25.625 — 25.000 5

D% = 25.625 — 12.500

D? =13.125
D = +v13.125
D = +114,56

Para la respuesta s6lo se toma la parte positiva

d. Encontrar los angulos a, 8 y 8 en el siguiente triAngulo oblicuangulo

D =114,56
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Dado que se tienen los lados, es
necesario utilizar la ley del coseno, al
menos para encontrar uno de los angulos.

I: 8.5 =|! a’?=b%+c%2—-2bc-Cosa

4.65% = 3,972 + 8.52 — 2(3.97)(8.5) - Cosa  Como ya se conoce el angulo «,
podemos utilizar la ley del Seno

21.62 =15.76 + 72.25 - 67.49 - Cos « para hallar el &ngulo 6.
21.62 = 88.01 — 67.49 - Cos Sen Sena
3.97  4.65
_ Reemplazamos a y despejamos
Despejamos Cos a Sen B

_ (3.97)Sen 10.26

67.49 - Cos a = 88.01 — 21.62 Sen B 165

67.49 - Cos a = 66.39 _ (3.97)Sen 10.26

Sen f =
66.39 B 4.65
Cosa =——
67.49
Sen = 0.152
Cos a = 09837

B = Sen™1(0.152)
a = Cos~1(0.984)
B =874
a = 10.26

Teniendo a y 8, conociendo que los angulos internos de un triangulo suman 180°,
podemos encontrar 6.

6 = 180" — 10.26" — 8.74°

6 =161

Con base en lo estudiado, con lo observado en el video “Ley de Seno y Coseno | Ejemplo
1 | Solucionar el triangulo” y guiandose con el ejemplo 11, en sus literales a, b, c, y d,

proceda a resolver los siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen las respuestas
para que confrontes tus resultados.




o
. INSTITUCION UNIVERSITARIA
@ PASCUAL BRAVO.

- Vigilada Mineducacion

TRIGONOMETRIA

Caddigo:
Version: 001
Pagina: 28 de 44

Resolver los ejercicios propuestos por el método adecuado.

Ejercicio Respuesta

1.60,8,x

6 = 43°
B = 80°
x = 52.84

x = 51.84
9 = 36°
B = 56°

x = 54.55
B = 55.26
0 =39.74

Ejercicio

2. B,a,b,c

8. Calcular la distancia
gue debe recorre un
obrero para subir y bajar
una carretilla por una
rampa. Si sabemos que
la base mide 30 metros y
tiene una inclinacion de
30° en la subida y 45° en
la bajada.

Respuesta
B =105°
a= 2196
b = 15.53
o = 88°
x = 30.47
6 = 43°
B = 80°
x = 52.84

Distancia = 37.49 mts
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Resolver los ejercicios propuestos por el método adecuado.

9. Dos observadores
desde puntos distintos,
ven dos globos, que
estan en el mismo
plano vertical en el cual
estan ellos. La distancia x = 1.8975 km
entre los observadores
es de 1 Km como lo
muestra la figura. Hallar
la distancia “x” entre los
dos globos.

x = 1.8975 km

SEMANA 14

5 IDENTIDADES ESPECIALES
Retomamos lo aprendido con el circulo unitario y el teorema de Pitagoras

Senf =

X X
1 CosO=—=—=x

/'___f r 1
r/ |
Iy

Sen6
A' x Tan@ = v _Y

-1 x Cos®  x o
La ecuacion del circulo unitario es x? + y? =

5.1 Identidades trigonométricas Pitagéricas

2. De la ecuacion de circulo unitario, podemos concluir:
x% + yi\= 1
Cos?0 + Sen?0 =1

3. Si dividimos toda la ecuacion por x2, obtendremos:

xZ yZ
2

SN

1+ Tan?6 = Sec?6
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4. Sidividimos toda la ecuacion por y?, obtendremos:
x2 y2 1

K’\'\

Cot?0 + 1 = Csc?6

5.2 Identidades trigonométricas de angulos sumay resta

En la escena interactiva de la pagina 397 del libro interactivo “Matematicas Operativas”, podras
analizar el paso a paso de la demostracién de las identidades trigonométricas de angulos sumay
resta.

5. Sen (a £ B) = Sena - Cosp + Cosa -Senf

Hallaremos las funciones trigonométricas de los tridngulos |
4BOC, acoD, HEGE —_

Para el 4BOC:
S BC BC
ME=0ET T
c _ ocC _ ocC = oc
oSP=0=T1 =
Para el 4C0OD:
Seng D _ €D
NE=0C T Cosp
Observen que: 0OC = Cosp, luego, CD = Sena - Cosf
Cosq 22D _ 0D
SE=0C T Cosp
Luego,

OD = Cosa - Cosf

Para el HEGER Sena - Sen B = BE y observen que BE =
. _BE AD, por lo tanto
ena = -

Sena -Senf = BE = AD
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Observen que el lado BC es comun para BE = Sena -Senf

4BOC y el 4BCE, donde BC = Senf AD = S Sen B
=oena -osen

Luego,
<, BE_ BE
MY =BC T Senp
ooy CE _ CE
OS%=BC T Senp
Tengan en cuenta que:
Luego,

AB =(CD + CE

Cosa-Senf = CE

Ahora si podemaos encontrar las funciones trigonométricas para el 4A0B

AB A
Sen(a+ﬁ)=ﬁ=T

Por lo tanto,

Sen (¢ + B) = AB

Recuerden que AB = EC + CD, por lo tanto:
Sen (a+ B) =CD + CE

Sen (a + B) = Sena - Cosp + Cosa - Sen B
Sen (a — B) = Sena - Cosf — Cosa - Sen 8

OA
Cos (¢ + ) =08

Observen que OA = 0D — AD, reemplazando obtenemosy OB = 1

0D — AD

Cos (a+pB) = T
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Cos (a + B) = Cosa - Cosp —Sena -Senf

Cos (ad —B) = Cosa - CosB — (—Sena -Sen )

6. Cos (a+pB)=Cosa-Cosp ¥ Sena -Senp

Ejercicio propuesto: Hallar Tan (a + )
Tengan en cuenta que:
Sen (a + B)

Cos (¢ + B)
Sugerencia: Reemplazar Sen (a + )y Cos (a + ) , luego dividir numerador y
denominador por Cosa - Cosp

Tan (a + B) =

7.

Tana + Tan
Tan (@ £ ) = £ Tanf

1+ TanaTanp

5.3 Identidades trigonométricas de angulos dobles
8. SenZ2a = 2SenaCosa

Para encontrar la formula de Sen2a, en la formula Sen (a + B) = Sena - Cosf +
Cosa - Sen 8, haremos a = 8, reemplazando nos queda:

Sen (a + a) = Sena - Cosa + Cosa - Sen
Sen (2a) = 2Sena - Cosa
9. Cos2a = Cos’a — Sen’«a

Para encontrar la formula de Cos2a, en la férmula Cos (@ + ) = Cosa - Cosf3 —
Sena - Sen 8, haremos a = 8, reemplazando nos queda:

Cos (a +a) =Cosa-Cosa—Sena -Sena
Cos (2a) = Cos?*a — Sen*a

2Tana

10. Tan2a = >
1-Tan“a
Ejercicio propuesto: Hallar Tan (a + B)
Tengan en cuenta que:

Sugerencia: Reemplazar Sen (2a)y Cos (2a) , luego dividir numerador y
denominador por
Cos’a




= Codigo:
(@) PASCUAL BRAVO. TRIGONOMETRIA Versién: 001

" Vigilada Mineducacion Pagina: 33 de 44

5.4 Identidades trigonométricas de angulos medios

1-Cosa
2

11. Sen< =
2

En la formula Cos (2a) = Cos?a — Sen?a, expresaremos Cos?a en términos de
Sen a, haciendo uso de la identidad pitogérica Sen?6 + Cos?0 = 1

Sena + Cos?a =1
Despejamos Cos?8
Cos?’a = 1 — Sen®a
Reemplazamos en
Cos (2a) = Cos?a — Sen*a
Cos (2a) = 1 — Sen®a — Sen’«a
Cos 2a) =1 — 2Sen’a
Depejamos Sen a
2Sen’a =1 — Cos (2a)

Senta — 1—Cos 2a)

Sena =

2

,’ 2
Hacemos a = £
,’ 2

Sen g — 1—Cos a)
Sen (_)z\]l—Cosz(Z-%)

12. COSE — 1+Cosa
2 \’ 2

. .. 1+C
Ejercicio propuesto: Encontrar Cos% = f Zosav

Para hacaerlo, realizar el procedimiento anterior, despejando Sen?a en la identidad
trigonométrica Sen?a + Cos?a = 1y reemplazar en Cos (2a) = Cos?a — Sen’a

a 1-Cosa

13. Tan— =

2 1+Cosa

. .. 1-C .
Ejercicio propuesto: Encontrar Tan > = /1+czzZ’ teniendo en cuenta que
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Tan— =

a Sen%

2 Cos%

Ejemplo 12: Utilizando las férmulas anteriores, resolver las siguientes identidades
trigonométricas.

a.

1—Sena_

1—Sena _ Cosa

Cosa 1+ Sena

Para solucionar identidades trigopnométricas, puedes hacer lo siguiente:

Convertir el primer término (derecha) en el segundo término (izquierda)

Convertir el segundo término (izquierda) en el primer término (derecha)
Convertir los dos términos a la par, hasta llegar a una igualdad.

Cosa

Cos a

1—-Sena 1+Sena_

" 1+ Sena
Multiplicamos por la conjugada del numerador.

Cosa

Cosa

.1+Sena_1+5ena

Se multiplican numeradores y denominadores entre si (en el numerador hay un producto

notable, la suma por la diferencia).

(1?2 — Sen? a)

Cosa

Cos a(1 + Sen a) ~ 1+ Sena

Se utiliza la identidad trigopnométrica Pitagérica

Cos?6 + Sen?# = 1, despejamos el Cos?0

Cos?6 =1 — Sen?0

Reemplazamos

Cos”0

Cosa

Simplificamos

Cos

Cps/a(l + Sen a) ~ 1+ Sena

Cosa

1+Sena:1+Sena

(Sen a + Cosa)? + (Sen a — Cosa)? = 2
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Se solucionan el cuadrado de la suma y la diferencia de los binomios.
Sen? a + 2SengCosa + Cos?a + Sen? a — 2Seng€osa + Cos?a = 2

Sumamos términos semejantes

2Sen? a + 2Cos?*a = 2
Sacamos factor comun

2(Sen? a + Cos?a) = 2
Nuevamente utilizamos Cos?6 + Sen?6 = 1y reemplazamos

2() =2

2=2

Cos x + Sen x

Sen x Tan x

Para solucionar esta identidad, lo mas convniente es separar el denominador para cada
término de la suma que se tiene en el numerador.

Cos x Syﬁx

1
+ =1+
Sen x S%x Tan x

Cotx +1 =1+

Tan x

1 +1=1+ !
Tan x Tan x

1
1+ =1+
Tan x Tan x

Observa y analiza detenidamente el video “Demostracion de identidades trigonométricas -
ejercicio 3", en el cual presentan la demostracion, paso a paso de una identidad
trigonométrica, que te servira de base para resolver los siguientes ejercicios propuestos.
(Rios G, 2012a)

Con base en lo estudiado, guidndose con el ejemplo 12 y una vez observado y analizado
el video anterior, proceda a resolver los siguientes ejercicios propuestos, los cuales tienen
las respuestas para que confrontes tus resultados.



https://www.youtube.com/watch?v=8ESRmd-i_qs
https://www.youtube.com/watch?v=8ESRmd-i_qs
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Resolver las identidades trigonométricas propuestas.

Ejercicio
1. tan@ -cotf =1

tana _ 1

"cota ~ cos?a

9.tan @ + cot 8 = secO -
csc o

cos 6

=secH
1+senf

13. tan 6 +

17. senf(csc 8 — senf) =
cos? 6

Ejercicio
2.cscB-cosf =cotl

seca

. =tana
csca

10. (csc 8 + cot §)? =

1+cos 6

1—cos 6

1-tan? B _
14'1+tan2 B =
1

18.(senf — cos )% +
(senf + cos 0)% = 2

=2cos?p —

Ejercicio

3. csc?0 —cot?0=1

7.sen?0(1+ cot?0) =1

= sen?@ -

11. sec2 0
cos? 0 + cos* 6

1+sena 1-sena __

15. =
1-sena 1+sena
4tana - seca

19. (1 — cos?6)(1 +
cot?9) =1

SEMANA 15

6 ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Es una ecuacién que tiene expresiones trigopnométricas. Si una ecuacion trigopnométrica no
es identidad, con frecuencia hallamos soluciones mediante el uso de técnicas semejantes
a las empleadas para ecuaciones algebraicas. La principal diferencia es que, de la ecuacién
trigonométrica primero despejamos sen X, cos U, etcétera y luego hallamos valores de x o
u que satisfagan la ecuacion.

Ejercicio

csc?a-1 _

4. =1

cot?a

8. (secf —1)(secf+1) =
tan? B

12. sec? 0 4 csc? 6 =
1

sen?@-cos? 0

16.sec 8 — senf - tan 6 =
cos 6

20.(1 — sen?0)(1 +
tan?0) =1

Observa y analiza detenidamente el video “Ecuaciones trigopnométricas - ejercicio 3 (parte
1 de 2)”, en el cual presenta la solucion, paso a paso una ecuacion trigonométrica, que te
servira de base para resolver los siguientes ejercicios propuestos. (Rios G, 2012b)

. . . 1 s .z
Lo que significa que si Sen 30° = > encaso de tener en la solucién de una ecuaciéon Sen x =

1
> para encontrar el valor de x se debe calcular:

Sen‘l(

b

x = 30°

Ejemplo 13: Resolver las siguientes ecuaciones trigopnométricas.



https://www.youtube.com/watch?v=2Poj4GNWJ7k
https://www.youtube.com/watch?v=2Poj4GNWJ7k
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V3Senx + Cosx =1

El triangulo rectangulo cuyo uno de sus lados es /3, es el de 30°.

1
0 Sen30° = 5
2 SR

1 3
Cos30° = £

2

SDA
V3 Conociendo esto, podemos dividir toda la ecuacién por dos (2) y

reescribir la ecuacién como:

\/§Senx+Cosx_1

2

V3
2

2 2

S +1C _1
enx+5Cosx =3

V31 . .
Reemplazamos ~ Y 5 porsu eqguivalencia

1
Cos30°Sen x + Sen30°Cos x = >

Observen gue se tiene la identidad de trigonométricas de angulos suma y resta, literal

4.2 de la pagina 20

Sen (a + B) = Sena - Cosp + Cosa - Sen 8

Para este caso es la suma Sen (a + 8) = Sena - Cosf + Cosa * Sen 8

Reemplazamos

1
Sen (30° + x) = Sen30° - Cosx + Cos30° - Senx = >

1
Sen (30° +x) = >

Podemos hacer un cambio de variable, sea 30° + x = a

Reescibimos

Sen (a) = 1

2
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1
a=Sen™ ! (—)

2
a = 30°

Esto significa que el Seno es positivo en el primer (1) y tercer (Il) cuadrante y el equivalente

a 30° en el segundo cuadrante es 150°

{ a = 30°
a = 150°
Reemplzamos en 30° + x = a para
a = 30°
309 + x = 30°

x=0°  360°+ NV(360°)

Reemplzamos en 30° + x = a para
a = 150°

30° + x = 150°
x = 150° — 30°

x = 120° + NV(360°)

Nota: En la respuesta se debe incluir NV=Numero de vueltas o giros.

b.
Sen 2x = Sen x
Utilizamos la formula de angulos dobles Sen2a = 2SenaCosa

2S5en xCos x = Sen x

2Sen xCos x — Senx =0
Sacamos factor comun

Senx(2Cosx— 1)=0
Se iguala cada factor a cero

Senx =0
x = Sen~1(0)
{ x =0°+ NV(360°)
x =360° + NV (360°)

200sx—1=0
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c 1
0sx =3

1
x 057 \5

{x = 60° + NV(360°)
x = 300° + NV(360°)

sen(2x + 60°) + sen(x + 30°) =0
Observen que 2x + 60° , es el doble de sen(x + 30°)
Se puede sacar factor comun en 2x + 60°
2(x + 30°)
Para mayor facilidad se hace un cambio de variable, sea a = x + 30°
Se reescribe la ecuacion:
Sen2(x + 30°) + sen(x +30°) =0
Sen2(a) + sen(a) =0
Utilizamos la férmula de angulos dobles Sen2a = 2SenaCosa
2SenaCosa + sen(a) = 0
Se saca factor comun
Sena(2Cosa +1) =0
Se iguala cada factor a cero
Sena =0
a = Sen~1(0)

{ a=0°+ NV(360°)
a =360° + NV(360°)

(2Cosa+1)=0
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c 1
osa=—

1
a=Cos™?! (— E)
a = 120° + NV(360°)
Ahora se hace el cambio de variable, para cada uno de los valores de a.
a=x+ 30°
0° = x + 30°
x = —30°
360° = x + 30°
x = 330°
a=x+30°
120° = x + 30°
x =90°

SEMANA 16

Con base en lo estudiado, guiandose con el ejemplo 13, en sus literales a, b, y ¢, y una vez
observado y analizado el video anterior, proceda a resolver los siguientes ejercicios
propuestos, los cuales tienen las respuestas para que confrontes tus resultados.

Resolver los ejercicios propuestos por el método adecuado.

Ejercicio Ejercicio Ejercicio Ejercicio
1.V/3tanx+1=0 2.cotx+1=0 3. 4cos’x—1=0 gj(t_aT(;x+\/§)(605x+
RI. RI. RI. RI.

T 5t
51 3 =— — 21
X=—+nn X=—+nn x 3+n(2n),3 X=—+nn

6 4 + n(2m) 3
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Resolver los ejercicios propuestos por el método adecuado.

21 4
x=—++ n(2n),?

3
+n(2m)
5.2cos?2x—1=0 6.sec’x—2=0 7.csc?x—4=0 %(_Zgosx+\/§)(258nx—
R/. R/. R/. R/.
T Vhis s 7 T 5t
— - = - =— - 5n
x =7 + n(2m), 2 x=7 +n(2m), 7 xX=z +n(2n), 6 = + n(Zn)
+ n(2m) + n(2m) +n(2m) + n(Zn)
_31‘[+ (2) _3n+ (2)5n _7n+ (2n), 2T 11w
X = tnlon X = Tem ¥ T g =—+n(27T) +n(27r)
+ n(2n) + n(2m) +n(2m) 6
9.3c¢csc2x—4=0 10. 1 —tan®’x =0 11. cosx (2senx +1) =0 (1)2' secx (2cosx —V2) =
R/.
R/. T 3n
- 51 R/. X = E + n(ZT[),7 R/.
x==+n2n),— -
+n(2n T
SRR 0 eefran
7
o 37 x = 3 +n(2m), x 71T
x=?+n(2n)— x=T+n(T[) _117_[ x=T+n(2n)
+n(2m) T 6
+ n(2m)
13. cos x senx — 14. tan x senx + senx = |15. 4 cos?x — 4 cos x + 2
16. 2senx —senx —1 =10
2cosx =0 0 1=0
R/. R/. R/. R/.
T — T
x=5+n(2n) x = 2mn x=5+n(2n)
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Resolver los ejercicios propuestos por el método adecuado.

3

3
—+n(2m) x=m+ n(Zn),T

+ n(m)

18. sen®x 4+ cos 2 x —
1=0

17. 6 cos®*x + cos 2 x —
1=0

R/. R/.

s -
x=§+n(n) X = 2mn

x =m+n(2m)

2
X = ?+n(n)

s 7T 11n
x=—=—+n2m),x i __
3 (2m) e + n(2m), 5
— 5_” +n(2m)
3
+n(2m)

19. sen(2x + 60°) + 20. tan’x —4tanx + 3 =

sen(x +30°) =0 0
R/. R/.
T 57'[ — o o
=" 4 nem), T x = 71.56° + n(180°)
6 6 ]
+ n(2m) 0
n 11n x = 251.56° + n(180°)
3 + n(2mn), e

+n(2m)

7 RESUMEN DE FORMULAS TRIGONOMETRICAS

En escena interactiva “Resumen y formulas de trigonometria” de la pagina 403 del libro

interactivo “Mateméticas Operativas”,
se presenta un resumen de los angulos
notables y cuadrantales, con la ayuda
de la entrada angulo "a" o utilizando el
deslizador, podras ingresar el valor
para el angulo que desees analizar,
ademas puedes seleccionar las
casillas de control, para que recuerdes
las férmulas vistas en el capitulo y que
son de utilidad en la solucion de
identidades y ecuaciones
trigonométricas.

Recuerda en un puntoP(x,y), las "x"
corresponden a las razones

RESUMEN Y FORMULAS DE TRIGONOMETRIA | Pagiricas

5% _ e T s
g =150 6

L $erda+Codla=1
5 Tand P
2 1+4Tan"u=Fec

3. 11 Cofa=Ca’a

trigonometricas del coseno y las "y" corresponden a las razones trigonométricas del seno.



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Matematicas_Operativas(v2)/interactivos/GeoGebra6/geogebra37_1.html
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RESUMERN DE LAS PRINCIPALES FORMULAS TRIGONOMETRICAS
Identidades trigonométricas Pitagéricas: Identidades trigonométricas de angulos
1. Sen?0 + Cos?6 =1 medios:
2. 1+ Tan?0 = Sec?6

3. Cot?0+ 1 = Csc?6 10. Sen % — fl—Cosa
’ 2 2

Identidades trigpnométricas de angulos 11 Cos® = [LtCosa
sumay resta: ' 2 2
2 a _ |1-Cosa
4. Sen (a+ ) = Sena-Cosp 12. Tan; A 1+Cosa
Cosa-Senf
5. Cos(atp)=Cosa-Cosp + 13. Ley del seno:
Sena - Senf a b c
TanaxTanf = =
6. Tan(axp) FranaTang Sena Senf  Sen®

14. Ley del Coseno:
Identidades trigonométricas de &angulos a? = b? + ¢ — 2bc Cosa
dobles: b? = a? + ¢ — 2ac Cosp

c? =a?+ b% —2ab Coso
7. Sen2a = 2SenaCosa

8. Cos2a = Cos?a — Sen®«a
9. Tan2a = 2Tana

1-Tan?a

Para obtener el resumen completo de las principales identidades trigonométricas, puedes
consultar el archivo “IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS” elaborado por la docente
Gloria Rivera.



https://drive.google.com/file/d/1s50djB6RalzIZHiu-O0RIdihkZ9mkz9r/view?usp=share_link
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